Zadania uloh Matematickej olympiady v Skolskom roku 2005/2006
Kategoria 74

. Jurko rad kresli auticka. V pondelok namal'oval niekolko autiok, v utorok ich
namaloval trikrat tol’ko ako v pondelok, ale potom 12 pondelkovych vygumoval.
V stredu mal zla naladu, ni¢ nenamal'oval a eSte roztrhal polovicu utorkovych,
Cize 24. Kolko auticok namaloval v utorok? Kolko autiCok namaloval v
pondelok, v utorok a v stredu spolu?

(M. Dillingerova)

. Z ¢isla 9635347 vyskrtni niekolko cislic tak, aby vzniklo ¢o najvicsie Cislo

a sucet vSetkych jeho cislic bol mensi ako 20.
(M. Dillingerova)

. Rozpravkovy nafukovaci §tvorec, ktory vie rozpravat, mal pred 5 minatami dizku
strany 8 cm. Pri kazdom klamstve zvicsi svoj obvod dvojnasobne. Pri kazdej
vyslovenej pravde sa zmensi dizka kazdej jeho strany o 2 cm. Za poslednych 5
minut 2-krat klamal a 2-krat hovoril pravdu.
a) Aky najvacsi obvod moze mat’ teraz?
b) Aky najmensi obvod moze mat’ teraz?

(S. Bodlakova)
. Peter ma na papier napisat’ z ¢isel od 1 do 200 vSetky také, ktoré sa daju delit’
piatimi bezo zvysku, ale nedaju sa delit’ bezo zvySku siedmimi. Pavol ma vypisat’
z ¢isel od 1 do 200 vSetky také, ktoré po deleni siedmimi davaji zvySok 5. Kol'ko
¢isel ma napisat’ Peter a kol'ko Pavol?

(M. Smitkov4)

. Zabka Rosni¢ka stala na rebriku, ktory mal 5 priecok, na tretej priecke. Urobila
Sest’ skokov a zostala stat’ na piatej priecke. Vypi§ vSetky moZznosti, ako mohla
Rosnicka skakat’, ak vzdy skocila len o jednu priecku hore alebo o jednu priecku
dole.

(S. Bodlakovd)

. Majka ma v stavebnici len rovnako velké kocky s hranou dizky 3 cm. Ked’ z nich
postavi vezu, ktora ma na kazdom podlaZzi 4 kocky, bude mat’ veza vysku 54 cm.
Aké vysokd by bola ind veza z takého istého poctu rovnakych kociek, ktord by
mala v kazdom podlazi devat kociek?

(M. Dillingerova)



I.

Kategoria 75

Doplit do prazdnych policok prirodzené Cisla od 1 do 20 (kazdé Cislo mozete
pouzit’ len raz) tak, aby platili matematické vztahy.
(M. Smitkova)

-2 +4 -3 -7
x4 -2 12 +2
+6 -2 1 -4
x5 -1 17 x4

Blcha Skéakalka ska¢e po &iselnej osi. Vie robit iba skoky dvoch dizok. Jednym
preskoci o 14 doprava alebo dol'ava, druhym preskoc¢i o 18 doprava alebo dol'ava.
Prave stoji na ¢isle 2.
a) N4jdi sposob, ako ma skakat’, aby sa Styrmi skokmi dostala na ¢islo 10.
b) Tvrdi, Ze vCera bola na Cisle 13. Hovori pravdu alebo klame? Zdovodni.

(M. Dillingerova)

Rozpravkovy nafukovaci Stvorec, ktory vie rozpravat, mal pred 5 minatami
dizku strany 8 cm. Pri kazdom klamstve zvi¢si svoj obvod dvojnasobne. Pri
kazdej vyslovenej pravde sa zmen$i dizka kazdej jeho strany o2 cm. Za
poslednych 5 minut 2-krat klamal a 2-krat hovoril pravdu.
a) Aky najvicsi obvod modze mat teraz?
b) Aky najmensi obvod mdze mat’ teraz?

(S. Bodlakovd)

Peto si kupil na jarmoku 4 auticka, biele, zelené, ¢ervené a modré. Biele auti¢ko
stalo dvakrat tol'’ko ako Cervené, zelené trikrat tol’ko ako biele a za modré zaplatil
tol’ko ako za Cervené a biele spolu. Pritom cCervené stdlo o 70 Sk menej ako
zelené. Kol'ko Sk stali jednotlive auticka?

(S. Ptackova)

Mama stonozka ma dve deti a manzela. Kazdy z nich ma sto néh a kazdy ¢len
rodiny si berie kazdy den ¢isté ponozky. V sobotu rano o 6:00 za¢ala mamicka
stonozka prat’ Spinavé ponozky. Naraz sa jej ich do praCky zmesti 357 a jedna
varka sa operie za dve apol hodiny. Zisti, kedy skon¢i s pranim, ak vies, Ze
ponoZky perie raz za tyzden, uloZenie ponoziek do pracky jej trvd 2 mintty a ich
vybratie z pra¢ky 3 minuty.

(S. Bednatova)



Mamicka ma v chladnicke tehlu syra (obr. 1). Postupne znej odrezava 1 cm
hrubé platky na vyprazanie. Najprv odrezala spredu platok srozmermi pre
otecka, potom odrezala zboku pre Jurka, zozadu pre seba a nakoniec z druhé¢ho
boku pre Anicku. Napis, aké rozmery maju jednotlivé platky. Urci rozmery
zvysku syra.

(M. Dillingerova)
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nicke Jurkovi
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Obr. 1
Kategoria Z.6
Doplite do prazdnych policok 12 +4 -3 =7
prirodzené ¢isla od 1 do 20 (kazdé
Cislo mdzete pouzit’ len raz) tak, x4 -2 -9 +9
aby platili matematické vztahy.
(M. Smitkova) +6 -9 -1 -4
x5 -1 .7 x 4

Snehulienka so siedmimi trpaslikmi zbierali lieskové oriesky. Snehulienka ich
mala tol'’ko ako vSetci trpaslici spolu. Ked’ sa vracali domov, stretli vevericku
Finku. Snehulienka aj kazdy trpaslik jej dali rovnaky pocet orieskov. Doma
trpaslici a Snehulienka vysypali orieSky na kopky na stole, kazdy na ina kdpku
a Vedko zapisal pocty orieSkov v kdpkach: 120, 316, 202, 185, 333, 297, 111
a 1672. Kol'ko orieSkov dostala vevericka Finka?

(L. Hozova)

Ked sme cisla 80 a 139 vydelili tym istym prirodzenym c¢islom, ziskali sme
zvysky 8 a 13. Ktorym cislom sme delili?
(M. Volfova)

Obvod trojuholnika je 16 cm. Aké modzu byt dizky jeho stran, ked su to
prirodzené Cisla a sucet dlzok dvoch stran je o 6 cm vacsi ako dlZka tretej strany?
(L. Hozova)



Maruska dostala pat rozne tazkych kolaCov. Priemernd hmotnost’ kolaca bola
200 gramov. Maruska jeden kold¢ zjedla a priemerna hmotnost’ zvysSnych
kolacov potom bola 160 gramov. Kolko gramov vazil kola¢, ktory Maruska
zjedla?

(B. Stastna)

Urcte vel'kost’ plochy Sedého Stvoruholnika na obrazku 1, kde vSetky rozmery s
udavané v centimetroch.

(P. Tlusty)
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Obr. 1
Kategoria 2.7

Pat a Mat upravovali novy asfalt na ceste. Najprv iSli s valcom 10 m dopredu,
potom 7 m cuvli, opat’ presli 10 m dopredu a 7 m cavli... Takto pokracovali, az
kym po prvy raz nezisli z nového asfaltu.
a) Kol'ko metrov najazdil valec na novom 540-metrovom useku cesty?
b) Kolkokrat presli po deviatnastom metri nového asfaltu?

(M. Dillingerova)

Zistite obsah avelkosti vSetkych vnatornych uhlov  mnohouholnika
znazornené¢ho v kosoStvorcovej sieti na obrazku 1, ak viete, Ze priamky siete
zvieraju uhol 80 stupiiov a jeden maly koso$tvoréek ma obsah 1 cm®. (Pozor,

obrazok je nepresny, neoplati sa merat’.)
(S. Bednarova)
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Obr. 1



3. Na obrazku 2 vidite Specidlny druh
rolady, tzv. KVADRILADU. Je
vyrobena z bielej a hnede;j
marcipanove] hmoty, priCom obe
hmoty maju rovnakt hribku 1 cm.
Celd kvadriladama dizku 15 cm.
Preddva sa rozkrdgjand na 10
rovnakych platkov, priCom sa kraja
rovnobezne s prednou stenou. Zistite
a) rozmery jedného platku,

b) kol’ko gramov hnede;j hmoty
akolko gramov bielej hmoty lem
treba na jej pripravu, ak viete, ze
jeden cm’ marcipanovej hmoty Obr. 2
vazi 2 gramy.

(Neoznadena $ipka v obrazku ma dizku 2 cm.)

(S. Bednarova)

4. Ngjdite vSetky patciferné Cisla, ktoré sa Skrtnutim prvej a poslednej cifry zmenSia
250-krat.
(L. Simtnek)

5. Pavol dostal na domécu tlohu vyjadrit’ desatinnym ¢islom zlomky 2 a L. Aby

urobil pani ucitel’ke radost’, pisal llohu miesto do zoSita na latky Skolského plota.
Najprv vyjadroval 2, teda na prva latku navrch napisal 0, na druhti desatinnu
Ciarku, na tretiu 4 atd’. Ked’ skoncil, napisal pod tieto Cisla vyjadrenie zlomku .
Na prvu latku dole napisal 0, na druht desatinnu ¢iarku, na tretiu 5 atd’. Kol'ko
bolo latiek na plote, ak viete, Ze Cislicu 5 napisal presne 667 krat a Ze na 668

latkach bola dvojica rovnakych ¢isel?
(M. Dillingerova, P. Tlusty)

6. V Kocurkove maju dve zmendrne. V stiCasnosti maju takéto kurzy:

1. zmenaren 2. zmenaren
mena | nakup predaj mena nakup predaj
leuro |123Kk 132Kk leuro 143Kk 154Kk

Slavo Spakulaty mal niekol’ko eur. V 2. zmenarni ich zamenil za Koctrkovské
koruny (Kk) a tie potom zamenil v 1. zmendrni spit’ na euro. Takto zarobil jedno

euro. Kol'’ko eur mal na zac¢iatku?
(S. Bednarova)



Kategoria 78

. Urcte vSetky dvojciferného c¢isla, pre ktoré sucin ciferného suctu a ciferného
sucinu je 126.
(M. Raabova)

. Pani Zru¢na sa uchadzala o miesto vo vyrobe viano¢nych pernikov. Pri pohovore
s vedacim chceela povedat’, kol’ko pernikov ozdobi za kol’ko minut. Bola nervdzna,
apreto omylom prehodila pocet minut s poctom pernikov. Veduci podla jej
udajov vypocital, kol'ko pernikov by mala pani Zru¢nd stihnat ozdobit’ za
pathodinova pracovnu dobu, a presne tento pocet jej dal za tlohu ozdobit’. Pani
Zrucnej trvala praca o 2 hodiny a 12 minut dlhsie. Kol'ko pernikov ozdobila?

(L. Simtinek)

. Na obrazku 1 vidite Specidlny druh
rolady, tzv. KVADRILADU. Je
vyrobend z bielej a hnedej marcipanove;j
hmoty, priom obe hmoty maju rovnaku
hribku 1 cm. Cela kvadrilada ma dizku
15 cm. Predava sa rozkrajana na 10
rovnakych platkov, pricom sa kraja
rovnobezne s prednou stenou. Zistite

a) rozmery jedného platku,
b) kolko gramov hnedej hmoty a kolko 15cm

gramov bielej hmoty treba na jej

pripravu, ak viete, Ze¢ jeden cm’

marcipanovej hmoty vazi 2 gramy.

(Neoznacena Sipka v obrazku ma
dizku 2 cm.) Obr. 1

(S. Bednarova)

. Roman pisal na papier za sebou celé Ccisla tak, ze nasledujiice ziskal
z predchadzajuceho striedavo nasobenim dvoma a odc¢itanim troch. Napr.
postupnost’ Cisel 1; 2; —1;—2;-5; —10 vyhovuje jeho pravidlu, ale postupnost’
10; 7; 4; 8; 16; 32 jeho pravidlo nespifla. Po chvili s¢ital poslednych 5 ¢isel, ktoré
napisal a vyslo mu 114. Ktorych 5 Cisel s¢itoval?

lem

(M. Raabova)

. Urcte polomer vacsej kruznice na obrazku 2, ak
kazda mala kruznica ma polomer 1 cm.
(P. Tlusty)

Obr. 2



. Jakub mé tento Skolsky rok priemer vSetkych svojich znamok 1,85. Za cely
Skolsky rok dostal iba Styri pétorky a prave tretina jeho zndmok boli jednotky.
Najmenej kol'ko zndmok musel tento Skolsky rok dostat’™?

(L. Siminek)

Kategoria 79

. Urcte pocet trojcifernych prirodzenych ¢isel, ktoré maju prave dve rovnaké cifry.
(P. Tlusty)

. Na obrdzku 1 st tri rovnostranné trojuholniky, jedna velk4d polkruznica

Obr. 1

s polomerom 1 dm a tri malé polkruznice. Uréte dizku useky AB.
(P. Tlusty)

. 'V stradnicovej sustave sme znazornili body A[3,2], B[-11], C[-2,4] aich
obrazy A',B',C' v stredovej simernosti so stredom v zaciatku suradnicovej

ststavy. Vypocitajte obsah Sestuholnika ABCA'B'C’.
(S. Bednarova)

. Stary podnikatel zomrel a zanechal po sebe dva ulty, jeden dlh a testament.
V testamente sa pisalo, Ze peniaze zprvého ucCtu si maju rozdelit' 1. a2. syn
v pomere 1:2, peniaze z druhého uctu 1. a 3. syn v pomere 1:3 a dlh majt zaplatit’
2. a 3. syn v pomere 2:3. Zistite, kol'ko Sk bolo na jednotlivych u¢toch a aky dlh
museli synovia splatit’, ak viete, Ze v konecnom dosledku kazdy z nich ziskal
123 456 Sk.

(S. Bednarova)

. Dva rovnostranné papierové trojuholniky, z ktorych mensi mé obsah 60 cm’, sme
polozili cez seba tak, ze ich prienikom bol pravouhly trojuholnik s obsahom
30 cm’. Aky najmensi obsah mohol mat’ va&si z rovnostrannych trojuholnikov?

(S. Bednarova)

. Zadanie pisomnej prace obsahovalo 26 otazok, ktoré boli rozdelené podla
obt’aznosti do troch skupin. V prvej skupine bola spravna odpoved hodnotena
tromi bodmi, v druhej piatimi bodmi a v tretej 6smimi bodmi. Maximalny moZzny
pocet ziskanych bodov bol 111. Kol'’ko otazok mohlo byt’ v kazdej skupine?

(L. Simtinek)



Kategoria C

C-1-1

a) Dokazte, ze pre kazdé prirodzené &islo m je rozdiel m® — m’ delitelny &islom 60.

b) Uréte vietky prirodzené &isla m, pre ktoré je rozdiel m® — m’ delitelny ¢islom 120.
(L. Morav¢ik)

C-1-2
Kazdé dve z kruznic &, [, m maji vonkaj$i dotyk a vSetky tri maju spoloc¢nu
doty¢nicu. Polomery kruznic £, / st 3 cm a 12 cm. Vypocitajte polomer kruznice m.
N4jdite vSetky rieSenia.

(L. Bocek)

C-1-3
Urcte pocet vSetkych trojic navzdjom rdéznych trojmiestnych prirodzenych cisel,
ktorych sucet je delitelny kazdym z troch s€itovanych ¢isel.

(J. SimS3a)

C-1-4
Je dané prirodzené ¢islo n (n > 2) a redlne Cisla x;, x,, ..., x,,, pre ktoré plati
X1 Xy =XpX3 =...=X,_1X, =X,x; =1.
Dokazte, ze xlz +x§ +...+x5 >n.
(J. Svrcek)

C-1-5
V ostrouhlom trojuholniku ABC ozna¢me D pétu vySky z vrcholu C a P, Q pity
kolmic vedenych bodom D na strany AC a BC. Obsahy trojuholnikov ADP, DCP,
DBQ, CDQ oznaCme postupne S;, S5, S S;. Vypocitajte S; - S;, ak S; S, =23,
S;:8,=3:8.

(P. Novotny)

C-1-6

Rozhodnite, ktoré¢ z Cisel \/p + \/5 + \/q + \/7, \/p + \/; + \/q + \M je vicsie, ak p
a g su rozne kladné Cisla.

(J. Morav¢ik)



Kategoria B

B-1-1
Urcte vSetky hodnoty celociselného parametra a, pre ktoré ma rovnica
(x+a)(x + 2a)=3a
aspon jeden celociselny korer.
(J. Zhouf)

B-1-2
V danom trojuholniku 4ABC oznaéme D ten bod polpriamky CA, pre ktory plati
|CD| =|CB|. Dalej oznaéme postupne E, F stredy use¢iek 4D a BC. Dokazte, Ze
|Z/BAC|=2|ZCEF| prave vtedy, ked’ |4B| = |BC|.

(P. Leischner)

B-1-3
Rozhodnite, ¢1 nerovnost’

a(b+1)+b(c+1)+c(d +1)+d(a+1)2%(a+1)(b+1)(c+1)(d+1)

plati pre 'ubovol'né kladné ¢isla a, b, ¢, d, ktoré vyhovuju podmienke

a) ab=cd =1,
b) ac=bd =1. )
(J. Sims3a)
B-1-4

Kazda z hviezdi¢iek v zépisoch dvanastmiestnych Ccisel A4 = *88 888 888 888,
B=*11111111111 nahradte nejakou cislicou tak, aby vyraz 14A—13B‘ mal ¢o

najmensiu hodnotu.
(J. Simsa)

B-1-5
Kruh so stredom § a polomerom r je rozdeleny na Styri Casti dvoma tetivami,

z ktorych jedna ma dizku r a druha ma od stredu S vzdialenost g Dokéazte, ze

absolutna hodnota rozdielu obsahov tych dvoch casti, ktoré¢ maji spolo¢ny prave
jeden bod a pritom ziadna neobsahuje stred S, sa rovna jednej Sestine obsahu kruhu.
(P. Leischner)

B-1-6

Uréte najmenSie prirodzené c¢islo n s nasledovnou vlastnostou: Ak zvolime
I'ubovolne n rd6znych prirodzenych ¢isel menSich ako 2005, sit medzi nimi dve také,
ze podiel suctu a rozdielu ich druhych mocnin je vacsi nez 3.

(J. Zhouf)



Kategoria A

A-1-1
V obore redlnych Cisel vyrieste rovnicu
\/E(sint +cost)=tg’t + cotg’t.
(J. Svréek)

A-1-2

Nech ABCD je tetivovy Stvoruholnik s navzdjom kolmymi uhloprieckami. Ozna¢me

postupne p, g kolmice z bodov D, C na priamku AB a d’alej X priese¢nik priamok AC

a p a Y prieseCnik priamok BD a g. Dokazte, ze XYCD je kosoStvorec alebo Stvorec.
(E. Kovag)

A-1-3

Postupnost’ (a, )",

a,+; = a,— b, kde b, je ¢islo, ktoré ma rovnaké znamienko ako Cislo a,, ale opacné
poradie Cislic (zapis Cisla b, moze na rozdiel od zapisu Cisla a, za¢inat’ jednou alebo
viacerymi nulami). Napriklad pre ao=1210 je a;=1089, a,=-8712,
as = —6534.

a) Dokazte, ze postupnost’ (a,) je periodicka.

b) Zistite, aké najmensie prirodzené ¢islo moze byt ay.

nenulovych celych ¢isel ma t vlastnost’, ze pre kazdé n > O plati

(T. Jurik)

A-1-4
Najdite vietky kubické rovnice P(x)=0, ktoré maji aspoi dva rdzne realne korene, z
ktorych jeden je Cislo 7, a ktoré pre kazdé redlne Cislo ¢ vyhovuju podmienke: Ak
P(t)=0, potom P(t +1)=1.

(P. Novotny)

A-1-5

Su dané usecky dizok a, b, ¢, d. Dokazte, ze konvexné §tvoruholniky ABCD so

stranami dizok @, b, ¢, d (pri zvy&ajnom oznadeni) existuju a pritom uhlopriecky

kazdého z nich zvieraju ten isty uhol prave vtedy, ked’ plati rovnost’ @’ + ¢ = b° + &".
(J. Sim3a)

A-1-6

Najdite vSetky usporiadané dvojice (x, y) prirodzenych Ccisel, pre ktoré plati

x4 y? =2005-(x — y).
(J. Morav¢ik)



