RieSenia uloh 1. série koreSpondencnej sut’aze

1. V triede je 30 deti. 15 deti vie francuzsky, 15 deti taliansky, 15 deti anglicky.
10 deti vie franctuzsky aj anglicky, 10 deti franctuzsky aj taliansky a 10 deti talian-
sky aj anglicky. 5 deti vie francuzsky, taliansky aj anglicky. Kol'ko deti neovlada
ziadny z tychto troch jazykov?

RieSenie: Ked'ze 5 deti ovlada vSetky tri jazyky (FTA) a po 10 deti ovlada 2 jazyky
(AF, FT, TA), tak po 5 deti ovlada prave dva jazyky. Takze mame 5 deti, ktoré ovla-
daju vsetky 3 jazyky, 5 deti, ktoré ovladaju len angli¢tinu a franctzstinu, 5 deti, ktoré
ovladaju len angli¢tinu atalian¢inu a5 deti, ktoré ovladdaji len franctzstinu
a talianCinu. Ked’ze kazdy jazyk ovlada 15 deti a uz méme 15 deti, ktoré ho ovladaju,
tak neexistuje dieta, ktoré by ovladalo prave jeden jazyk. Ostali uz len deti, ktoré ne-
ovladaju ani jeden z tychto troch jazykov. Je ich 30-5-5-5-5=10. Preto 10 deti
neovlada ani jeden z uvedenych jazykov.

Komentar a bodovanie: Uloha sa dala riesit’ viacerymi spdsobmi — napriklad pomo-
cou Vennovych diagramov alebo ststav rovnic. Pri Vennovych diagramoch vSak ne-
staci len znazornit’ situdciu, je potrebné zdovodnit, Ze to nemoZze byt inak.

2. V obchode maju tri druhy malych nanukov po 10 Sk, 2 druhy stredne velkych
nanukov po 15 Sk a 5 druhov velkych nanukov po 20 Sk. Kolkymi sp6sobmi mo-
zeme nakupit’ nanuky, ak chceme z kazdej velkosti jeden? Kolkymi sposobmi
mozeme nakupit’ nanuky, ak za ne minieme 45 Sk?

RieSenie: Ak mame kupit’ z kazdého druhu jeden kus, tak pre vyber malych nanukov
mame 3 moznosti, pre stredné 2 moznosti a pre vel'ké nanuky mame 5 moZnosti.
Ked’Ze tieto nanuky mdZeme l'ubovol'ne kombinovat’, tak mame na zaklade pravidla
sucinu spolu 3-2-5=30 moznosti.

V pripade, Ze za nanuky minieme presne 45 Sk, nam pribudnt eSte mozZnosti,
v ktorych vyberieme viac nanukov rovnakej vel'kosti. Ak by sme kupili dva nanuky
za 20 Sk, tak by ndm ostalo 5 Sk a za tie uz nemoézZeme kupit’ Ziaden nanuk. Preto
vel’ky nanuk moZeme kupit’ maximalne jeden. Ak ho kiipime, tak ndm ostalo 25 Sk.
Za ne mdézeme kupit’ maximalne jeden nanuk za 15 Sk. Ak ho ktpime, tak potom
musime kupit’ 1 maly nanuk. To je prdve moznost’, ktord sme uz vypocitali. Ak by
sme nekupili Ziaden stredne velky nanuk, ostalo by nam 25 Sk a za tie mézeme kupit’
len 2 malé nanuky a ostane ndm 5 Sk, ¢o nevyhovuje. Ak nekupime Ziaden vel’ky na-
nuk, tak méZeme kupit’ maximéalne 3 stredne vel'ké nanuky. To je jedna z moZnosti.
Ak ich kupime 3, tak mame 4 moznosti — z prvého druhu mézeme kupit’ 0 az 3 kusy
a z druhého druhu potom zvy$né. Musime ich taktiez kapit’ neparne vela, pretoze



inak by ndm ostalo asponl 5 Sk. Preto mame uz len jednu moznost’ — 1 stredne vel'ky
a 3 malé nanuky. Ak kipime 1 stredne vel'ky a 3 malé nanuky, tak pre vyber stredne
velkého nanuku mame 2 moznosti. Pre vyber 3 malych nanukov méme podl'a prie-

3+2
hradkového principu [ 5 ]z 10 moznosti. (MoZeme to zistit’ napriklad aj vypisa-

nim vSetkych moZnosti.
Celkovo mame teda 30+ 4 + 20 =54 moznosti.

Komentar a bodovanie: NajcastejSou chybou pri vypisovani moznosti bolo to, ze ste
zabudli na niektoré moznosti. Nezamyslali ste sa nad situdciou, €o by sa stalo, ak by
v obchode nemali dostatok nanukov... Ak by mali napriklad z kazdej velkosti len je-
den kus, tak pocet moznosti by bol nizsi.

3. Ngjdite Styri Cisla, ktorych stcet aj suin st neparne ¢isla.
C oy . e, , " 1 1 - , s
RieSenie: RieSenim su napriklad ¢isla 2, 2, 5 a 5 Ich sucet sa rovna 5 a sucin 1.

Komentar a bodovanie: Castou chybou bolo dokazovanie, ze také prirodzené Cisla
neexistuji. Ked’Zze sa v zadani nepiSe, ze by to mali byt prirodzené &isla, tak samo-
zrejme tieto rieSenia neboli spravne.

4. Janko a Marienka spolo¢ne ranajkuji. Maji na stole jednu babovku, jeden puding
ajeden kompo6t. Marienka by sama zjedla puding za 15 minat, kompdt za
13 min0t a babovku za 8 minut. Janko by sdm zjedol puding za 4 minuty, kompot
za 3 minaty a babovku za 2 minuaty. Najdite postup, akym spolocne zjedia vSetky
tri jedla za najkratsi Cas.

RieSenie: Ak chceme ndjst’ najkratsi ¢as, za ktory zjedia obaja vSetky jedla, tak kazdy
by mal jest’ to, o mu ide najrychlejSie v porovnani s druhym. Janko zje kompot %—

krat rychlejsie, babovku 4-krat a puding 3,75-kréat rychlejSie ako Marienka. Preto
zatne jest kompot. Ked’ ho zje, tak Marienka bude stale jest’ puding. Preto Janko
bude pokracovat’ babovkou, lebo aj ti zje rychlejsie v porovnani s pudingom ako Ma-

rienka. Takto za 5 minut zjedia babovku, kompot a % pudingu. Odteraz budu jest’

puding spolo¢ne. Za minuatu spolo¢ne zjedia % +% = % z babovky. Ostava im zjest’



eSte dve tretiny pudingu. Bude im to preto trvat %2—9 :% minut, teda 2 a % mi-

nuty. Spolu vSetko zjediaza 7 a % minuty.

Komentar a bodovanie: V rieSeniach ste najCastejSie stracali body za nedostatocné
zd6vodnenie toho, preco sa bude jest’ v uvedenom poradi. Nie je mozné riesit’ tito
ulohu tak, Ze si vypocitate priemernu rychlost’” jedenia oboch o0sdb a na jej zéklade
vypocitate Cas zjedenia vSetkych jedal. Nastdva tu problém s tym, Ze ak jedna osoba
zje konkrétne jedlo, tak druh4 osoba ho uz jest’ nemoze.

5. Umiestnite na Sachovnicu 3 damy a 4 veZe tak, aby ohrozovali vSetky policka Sa-
chovnice, aj seba navzajom. Dama ohrozuje vietky poli¢ka v riadku, v stipci aj
v oboch uhloprieénych smeroch, veZa ohrozuje vietky policka v riadku aj v stipci,
v ktorom sama stoji.

Riesenie: Tato uloha ma viacero rieSeni, jedno z nich je napriklad:
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Komentar a bodovanie: Nespravne rieSenia spoc¢ivali v tom, Ze bud’ niektoré figtirky
neboli ohrozen¢, alebo sa vyskytlo policko, ktoré¢ nebolo ohrozen¢. Body ste taktiez
stracali za to, ak ste nedokézali, Ze vase rieSenie spiiia poziadavky zo zadania (maxi-
malne 2 body).

6. N4jdite cislo, stojace na 2005. mieste v postupnosti: 1,2, 4,5, 7,9, 10, 12, 14, 16,
17,19, 21, 23, 25, 26, 28, 30, 32, 34, 36, ... (Za jednotkou st dve parne Cisla, po-
tom tri neparne, Styri parne, ...)

RieSenie: Cisla v tejto postupnosti si rozdelime do skupin nasledovne: 1. skupinu
bude tvorit’ Cislo 1, druhu Cisla 2 a 4, tretiu 5, 7, 9, atd’. az n-t4 skupina bude obsaho-
vat’ n Cisel, ktorych parita bude rovnaka ako parita ¢isla n. Najviacsie Cislo v n-tej
skupine sa bude rovnat’ n*. Mdzeme to dokazat jednoducho matematickou indukciou
— pre n=1 vidime, ze tvrdenie plati. Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre nejaké n.
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\Y (n + 1)-Vej skupine bude nasledujtcich n+1 ¢&isel rovnakej parity ako n+1, ktoré
st vigsie ako n?. Medzi nimi viak bude n &isel, ktoré si vynechané. Preto najvicsie
&islo v (n +1)-vej skupine bude

n>+2n+1=(n+1y,

¢o sme chceli dokdzat’. Preto sa najvacsie €islo v n-tej skupine rovna n?. Na zaklade
vyssie uvedeného dostavame taktiez to, ze sa k-te ¢islo v n-tej skupine rovna

(n—1)* +2k -1,
pricom Kk <n. Preto st vSetky ¢isla v n-tej skupine z mnoziny
(n=1P +1L(=1) +3,....n%}.
Kedze sa v k-tej skupine nachadza k Cisel, tak posledné ¢islo (nz) v N-tej skupine je

nal+2+3+...+n= %n(n +1)-tom mieste. Ked'Ze plati

%-62-63=1953<2005<2016:%-63'64,

bude cCislo na mieste 2005 v 63. skupine. Bude v nej na mieste 2005—-1953=52.
Preto sa bude rovnat’ (63 — 1)2 +2-52-1=3947, ¢o sme chceli ndjst’.

Komentar a bodovanie: Body ste stracali za to, Ze ste bud’ vobec nedokazali, alebo
dokézali nedostatocne vase tvrdenia. Ak ste len uviedli vysSie uvedené tvrdenia bez
dokazu, mohli ste ziskat’ maximalne 3 body.

7. Rovnoramenny lichobeznik, ktory Veronika nakreslila, ma ta zvlaStnost, Ze ma tri
strany rovnako dlhé a jeho uhlopriecka je rovnako dlha ako Stvrt4 strana. Vypoci-

taj vnutorné uhly Veronikinho lichobeznika.

RieSenie: UvaZzujme oznacenie ako na ob-

b
razku. Ozna¢me si uhol pri vrchole B ako £. D ¢
Kedze ABCD je rovnoramenny lichobezZnik, b a 3
tak plati aj
|#BAD|= 3,
|ZADC|=|£BCD|=180°—3°. A a B

Trojuholnik ABC je rovnoramenny so
zakladnou BC, preto ‘AACB‘ = ‘LABC‘ = [ . Potom

|Z/ACD|=|£BCD|-|£BCA|=180°— - 8 =180°—25.

Trojuholnik ACD je rovnoramenny so zakladiiou AC, preto
‘LDAC‘ = ‘ADCA‘ =180°-24.



Sucet vnutornych uhlov v trojuholniku ACD sa rovna 180°, preto plati:
180° =|ZDAC| +|£DCA +|£ADC|=180°-24 +180° -2 +180°— 3,
odkial’ po uprave dostavame, Ze plati
p=72°.
Dopocitanim zvysSnych uhlov dostdvame, Ze plati:
|/DAB|=|£ABC|=72°, |£/BCD|=|ZCDA/=108°.

Komentar a bodovanie: Uloha bola jednoducha a nerobila viésie problémy.

8. Najdite vietky prirodzené &isla n, pre ktoré je &islo n® + 3 delitelné ¢islom n + 3
bezo zvysku.

RieSenie: Vydelenim polyndémov v zadani dostadvame, ze plati

3
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n+3 n+3
Aby bolo ¢islo na pravej strane celé (teda aby sme delili bezo zvysku), musi platit’, Zze

je celé cislo. Ked’ze n je prirodzené cislo, tak aj

bude prirodzené cislo,
n+3

Llp L

< 6.
n+3 4

dokonca vieme povedat’, ze bude mat’ hodnotu maximalne 6, pretoze

Zaroven vieme aj to, ze Cislo musi byt delitel'om cisla 24. Preto mame pre hod-

n+3

noty 2;43 len 5 moznosti: 1, 2, 3, 4, 6. RieSenim jednoduchej rovnice nakoniec
n+

dostdvame 5 moznosti pre n: 21,9, 5, 3, 1.

Komentar a bodovanie: 1 bod ste stracali vtedy, ked’ ste prehlasili, ze ¢islo 3 je
n+
celé len pre kladné delitele ¢isla 24. 1 bod ste taktiez mohli stratit’ vtedy, ked’ ste

,overovali“ velké mnozstvo moznosti pre n bez toho, aby ste ich vypisali.

9. Znamienko @ znamena operaciu a ® b =ab —4a —4b +16. Urcte Cislo X tak, aby
Bex)®@(3®x)=0.

RieSenie: Dosadenim a =3, b = X do defini¢éného vztahu dostdvame, Ze plati
3@ x=3x—-12-4x+16=4—-X.
Ked'Ze plati
a®b=(a-4)b-4),



tak pre a =b =4 — x dostavame, zZe plati
0=C3®x)®(3dx)=(4-x)®(4—x)=x".
Tato rovnica ma jediné redlne rieSenie X =0, ktorého spravnost’ mézeme I'ahko ove-

rit’ skuskou.

Komentar a bodovanie: Ulohu vyriesili vSetci rieSitelia spravne, rieSenia sa lisili len
svojou dlzkou.

10. Do kruZnice je vpisany Stvorec ABCD. LCubovol'nym bodom M uhlopriecky AC
je vedena tetiva KL rovnobezna so stranou AB. Dokéazte, ze

[KM|? +|ML|* =|AB[. L

RieSenie: Uvazujme bod L', ktory vznikne
ako obraz bodu L v osove] sumernosti podl'a
osi AC. Kedze priamka AC je zaroven aj K L
osou sumernosti zadanej kruZnice, plati
IML| =ML’
Priamka ML zviera s uhloprieckou AC uhol
45° (pretoze KL je rovnobezna s AB), preto
sa aj uhol priamky ML’ spriamkou AC A B
rovna 45°. Na zaklade toho mame, ze
priamka ML’ je kolma na priamku ML,
a teda trojuholnik KML' je pravouhly s pravym uhlom pri vrchole M. V tomto pravo-
uhlom trojuholniku plati Pytagorova veta:

[KM|? +ML? =|KL.
Vzhl'adom na to, Ze ‘ML‘:‘ML', sta¢i nam dokazat’, Ze ‘KL":‘AB‘. Trojuholnik

LML’ je pravouhly (ukazali sme uz vysSie) a zaroven je aj rovnoramenny, pretoze

‘ML‘ = ‘ML" . Preto maju jeho vntitorné uhly pri vrcholoch L a L' vel'kost’ 45°. Preto

aj v trojuholniku KLL'" ma uhol pri vrchole L velkost’ 45°. Znamena to, Ze obvodovy
uhol prislichajici GseCke KL' ma velkost’ 45°. AvSak aj obvodovy uhol prislucha-
juci tsecke AB ma velkost’ 45° — je to napriklad uhol ACB. Kedze tieto dve usecky
maju rovnaké obvodové uhly, maji aj rovnaku velkost’, co sme chceli dokazat. Os-
tava nam uz len konStatovat, ze v pripade, ze bod M je totozny s niektorym
z vrcholov A alebo C, je dokaz tvrdenia trividlny.

Komentar a bodovanie: Vsetci rieSitelia nasli spravne rieSenie. Niektori z vas riesili
tuto tlohu aj analyticky — vzhl'adom na to, Ze v zadani boli utvary v dobrych vzajom-
nych polohéach, neboli takéto rieSenia prilis dlhé.



11. Zistite, kolko najviac Sachovych kralov sa da umiestnit’ na Sachovnicu 8x8 tak,
aby sa ziadni dvaja neohrozovali.

RieSenie: Ak uvazujeme mali Sachovnicu rozmerov 2 x 2, tak na itu moéZeme umies-
tnit’ maximalne jedného krala, pretoZze bude ohrozovat vsetky ostatné policka bez
ohl'adu na to, kam ho umiestnime. Ked'ze Sachovnicu 8x8 vieme rozdelit’ na 16
disjunktnych Sachovnic 2x 2, pocet kralov, ktorych na fiu vieme umiestnit’ tak, aby
sa navzajom neohrozovali, je maximalne 16. Také rozostavenie vSak 'ahko najdeme,
a preto sa hl'adany pocet kral'ov rovna 16.
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Komentir a bodovanie: Uloha bola jednoduchd a nerobila problémy. Body ste
mohli stratit’ za nedostato¢né zdovodnenie toho, Ze kralov viac byt nemdze.

12. V parku rastie 10 000 stromov, ktoré st usporiadané v mriezke 100x100. Kol'ko
z nich méZeme maximalne vyrubat’, aby platilo, Ze ked’ sa posadim na 'ubovol'ny
pen, Ziadny iny peil zo svojho miesta neuvidim?

RieSenie: Analogicky ako v tillohe 12 vidime, Ze v pripade vyribania dvoch stromov
v mriezke 2 x 2 sa dva pne budu vidiet. TakZe maximalny pocet vyrabanych stromov
je 2500. Ak stromy vyrabeme podobne, ako sme rozostavili kralov
v predchadzajicom pripade, dostaneme 2500 vyrubanych stromov. ESte potrebujeme
dokazat, Ze toto riibanie spiia podmienku zo zadania. Zaved’me si preto suradnicovii
sustavu do naSej mriezky — bod vl'avo dole nech ma stradnice (0,0), vzdialenost’ su-
sednych stromov v mriezke nech je 1 a vyrabme stromy, ktoré maji parne suradnice.
Teraz potrebujeme len dokazat’, Ze na spojnici tychto bodov lezi aspon jeden strom.
Uvazujme stred tejto spojnice. Ak je jedna zjeho suradnic nepérna, je to strom
a skoncili sme. V pripade, Ze su obe jeho stradnice parne, madme rovnakd situiciu
ako predtym, avSak zmenSila sa ndm vodorovna vzdialenost’ tychto bodov na polo-
vicu. Ked’Ze tato vzdialenost’ je menej ako 10 000, tak po maximalne 14 krokoch
dojdeme k vzdialenosti, ktord je menSia ako 1, ¢o je vSak v spore s tym, Ze stromy
tvoria body s celo¢iselnymi stradnicami. Preto musime v niektorom kroku dostat’ bod



s asponi jednou suradnicou neparnou, a to bude miesto stromu, ktory nam zacloni vy-
hl'ad na iny pent (moZno takych stromov bude viac, ndm stac¢i najst’ jeden 'ubovolny).

Komentar a bodovanie: Na rozmiestnenie stromov priSiel takmer kazdy. Problémy

vak boli s korektnym odévodnenim toho, Ze naozaj sa ziadne dva pne nevidia. Casto

ste zabudali na to, Ze stred Gsecky mdze byt’ zase priom. Za tato chybu ste mohli stra-

tit' 1 az 2 body.

13. Dokazte, e rovnica X’ — 1996x” + rx + 1995 = 0 m4 pre kazdy redlny koeficient r
nanajvys jeden celociselny koren.

RieSenie: Ozna¢me si korene tejto rovnice k, I, m (tieto korene su vo vSeobecnosti
komplexné, pricom uvazujeme kazdy koreini tol'kokrat, akd je jeho nasobnost’). Potom
na zaklade Vietovych vztahov plati
K+l+m=1996,
k-1-m=-1995.

Tvrdenie dokaZeme sporom. Predpokladajme, Ze tdto rovnica ma aspon dva celoci-
selné korene. Potom na zaklade Vi¢tovych vztahov méame, Ze aj treti korent musi byt’
celoCiselny, pretoZe sa sucet vSetkych troch koretiov rovna 1996. Ked’ze sucin vSet-
kych troch koretiov je neparny, musia byt vsetky tri korene neparne. Potom je ale ich
sucet taktiez neparny. To je ale spor s tym, Ze sa ich sucet rovna 1996. Preto plati do-
kazované tvrdenie.

Komentar a bodovanie: VicSina rieSeni bola zlozitejsia a zdihavejsia, vyskytli sa aj
chyby v znamienkach vo Viétovych vzt'ahoch.

14. Dany je trojuholnik s dizkami stran a, b, ¢ a obsahom S. Dokazte, Ze plati nerov-
nost’

9a’ + 4b? >24S .

RieSenie: PouZitim AG nerovnosti pre kladne Cisla 9a” a 4b? dostavame, Ze plati

2 2
w >/9a2 - 4b> = 6ab.

Po Uprave dostaneme, Ze plati

9a® +4b* >12ab.
Obsah trojuholnika si méZeme vypocitat’ na zdklade vzorca

1
S=—absiny,
5 Y

kde y je uhol zovrety stranami a a b.



Kedze 0 <siny <1 pre 0 < y <z, dostdvame, Ze plati
S :labsiny slab,
2 2

odkial’ po prenasobeni 2 dostavame tvrdenie
ab>2S.
Vyuzitim vysSie dokazanej nerovnosti dostavame, ze plati
9a’ +4b* >12ab > 24S,
¢o sme chceli dokazat’. Rovnost nastava prave vtedy, ked’ siny =1, teda ked’ je troj-
uholnik pravouhly s preponou c.

Komentar a bodovanie: Uloha nerobila visie problémy. Vyskytlo sa aj jedno ne-
tradicné a zaujimavé rieSenie, ktoré vsak nebolo dobre zdovodnené.



