RieSené ulohy regionalneho kola sut’aze
Prakticka matematika

Kategorie K, L

1. Najdite Stvorciferné Cislo delite'né 7, pre ktoré plati: Sucet prvych dvoch cifier je
10, sucet prostrednych dvoch cifier je 10 a sucet poslednych dvoch cifier je 9.
RieSenie: Dané Stvorciferné ¢islo ozna¢éme abcd. Potom a+b=10, b+c=10,
c+d =9. RieSenim tychto rovnic dostavame, ze a=cC, b=d +1. Zostavime tabul-

ku:

al/b|c|d alblc|d
9111910 41611415
81281 3171316
7131712 2181217
614|613 11918
51515104

Z tabul’ky zistime, Ze Cisla 8 281 a 1 918 su deliteI'né siedmimi a vyhovuji podmien-
kam tulohy.

2. Styria priatelia podali Sportku. Mali §tastie. Vyhru, ktora bola vyjadrena pét'ci-
fernym ¢islom, si rozdelili rovnakym dielom. Milan po rozdeleni penazi prisiel na
zaujimavu vec. Dostal sumu, ktora sa dala zapisat’ rovnakymi ¢islicami, ako bola
vyhra, lenze v opacnom poradi. Kol'ko peniazi dostal Milan z vyhry?

RieSenie: Nech ma suma vyhry desiatkovy zéapis abcde, kde a, b, ¢, d, e su cifry.
Milanova Cast’ sa da potom zapisat’ ako edcba a plati

abcde =4-edcba. (1)
Rozpisanim dostavame, Ze ma platit’

10 000a +1000b +100c +10d + e =40 000e + 4 000d + 400c + 40b + 4a,
¢o mézeme zoskupenim rovnakych nezndmych a predelenim tromi upravit’ na tvar
3332a+320b=100c +1330d +13333e
Cifra e musi byt parna a podl'a (1) mensia ako 3. Potom e =2. Cifra na mieste jedno-
tiek Cisla na pravej strane je 6. Potom cifra @ mdze byt len 3 alebo 8. Ak a=3, ne-
vyhovuje to vztahu (1), pretoze
4 -edcba > 40 000.

Teda a=8. Po dosadeni a upravach dostaneme

32b=10c +133d +1
Cifra d musi byt neparna a nie vac¢$ia ako 2, aby vyhovovala poslednej rovnosti. Teda
d =1. Odtial' dosadenim dostdvame, ze b=7, ¢=9. Milan preto dostal z vyhry
21978 Sk.




3. V obdizniku ABCD plati ‘AB‘ =20cm, AD‘ =10 cm. Nad stranami AB, AD ako

priemermi su zostrojené kruznice, ktoré okrem bodu A maja spolo¢ny bod K. Vy-
pocitajte vzdialenosti bodu K od vrcholov A, B, D.

RieSenie: Oznadme |AK|=X,

BK|=y. V pravouhlom trojuholniku ABD pomocou
Pytagorovej vety vypocitame, Ze

BD| =v/20% +10% =10+/5..
V pravouhlom trojuholniku ABK pouzijeme opét’ Pytagorovu vetu a dostavame, Ze

x? +y? =207,
V pravouhlom trojuholniku ADK pouZijeme opét’ Pytagorovu vetu a dostavame, ze
X* + (1045 - yJ =107,

pretoze body B, K, D leZia na jednej priamke (‘LBKD‘ =90° = ‘AAKD‘ ). Upravenim
dostavame, ze plati

X2 +y? —20/5y +400=0.
Dosadime x* + y2 =207 a po uprave dostavame, Ze plati 204/5 y =800,
odkial’ dostdvame

40
= =845.
=7

Dopocitanim X dostadvame

Hrladané vzdialenosti st:
BK|=x=8+/5 cm,
‘AK‘ =y= 4+/5 cm,
IDK|=10v5 - y =25 cm.

4. V hrnci s priemerom 24 cm su tri marhulové zavéraniny tvaru valca. Kazda
z nich ma priemer 9,2 cm a vysku 15 cm. V hrnci je jeden liter vody teploty 74°C.
Korlko litrov vody s teplotou 20°C musime pridat’, aby sme ju schladili na 36°C?
Do akej vysky bude siahat’ voda v hrnci?

RieSenie: Z rovnice
1-78°+x-20°=(1+x)-36°

zistime, ze X=2,625. Do hrnca musime pridat’ 2,625 litra vody. Potom bude v hrnci
1+2,625=3,625 litra vody. Vypocitame obsah dna hrnca a od neho odpocitame
obsahy, ktoré tvoria tri dna marhul’'ovych zavaranin:

S=7-12°-3-7-4,6° =2,5283 dm’
Vyska vody v hrnci je potom 3,625:2,5283=1,434 dm, ¢o je menej nez 15 cm,
a teda tato vyska je aj rieSenim zadanej tlohy.



Kategorie M, N

1. Su dané redlne Cisla x, y a celé Cislo z tak, Ze platia rovnosti
X+y=z+1,
xy=2>-7z+14.

Urcte celé Cislo z tak, aby bola hodnota vyrazu x* +y? najvacsial

RieSenie: Ak vyraz x? +y? postupne upravujeme, dostaneme, ze plati
x2+y?=(x+y) —2xy=(z+1) —2(22 —7z+14)=—z2 +162-17=—(2 -8)" +37.
Vyraz x> + y2 = —(Z - 8)2 + 37 nadobuda maximalnu hodnotu pre z=8. Ak vSak
tuto hodnotu dosadime do pévodnych rovnic, dostaneme sustavu
X+y=9,
Xy =22,
ktora nema rieSenie v obore realnych Cisel, pretoze diskriminant kvadratickej rovnice
X-(9-x)=22
je zaporny.
Spravne rieSenie musime hl'adat’ medzi celymi ¢islami z =7 alebo z =9, ktoré
nam davaju druhé najvyssie hodnoty vyrazu x* + y* = —(Z = 8)2 +37.
Vyskusanim obidvoch hodnoét zistime, Ze maximélna hodnota vyrazu x> + y2
bude 36 pre z=7.

2. V matematickej sut’azi riesil kazdy ziak 30 uloh. Za spravne vyrieSent tlohu dostal
4 body, nespravne rieSend uloha znamenala stratu jedného bodu a 0 bodov bolo za
ulohu, ktort neriesil. Kol'ko muselo byt tiCastnikov, aby sme mohli s istotou tvr-
dit’, Ze asponi dvaja Ziaci skoncili v sut’azi s rovnakym poctom bodov?

RieSenie: Kazdy ziak mohol v sutazi dosiahnut’ celkovy bodovy sucet od — 30 bodov
(ak riesil vSetkych 30 uloh nespravne) az do 120 bodov (pri sprdvnom vyrieSeni vSet-
kych 30 uloh) s vynimkou suc¢tov 119, 118, 117, 114, 113, 109 bodov, ktoré sa pri
danom bodovacom systéme nedaju ziadnym sposobom dosiahnut’. Moznych vysled-
kov v sut’azi je teda 151— 6 = 145. To znamend, ze ak sa sitaze zuCastni asponn 146
ziakov, mézeme s istotou tvrdit’, Ze aspon dvaja ziaci skoncili sut’az s rovnakym poc-
tom bodov.

3. Stredy strdn ostrouhlého trojuholnika ABC oznaCime postupne A,, B;, C,.
Z kazdého stredu spustime dve kolmice na protil'ahlé strany trojuholnika. Takto
zostrojenych Sest’ kolmic ohranicuje Sestuholnik. Uréte, kol'kokrat je obsah troj-
uholnika ABC vacsi ako obsah takto vytvoreného Sest'uholnika.

RieSenie: Body A, By, C, st stredmi stran BC, AC, AB. Z bodov A, B, C, spustime
na protilahlé strany trojuholnika kolmice. Tieto ohranicia Sestuholnik C,;DAEB,F.



Obsah trojuholnika A;B,C; sa rovna % obsahu trojuholnika ABC. ESte treba zistit

obsahy trojuholnikov B,C,F, A,;C,D, A,BE. Dvojice trojuholnikov B,C,F a CAE,
resp. A;C,D a CB,E st zhodné na zaklade vetu usu. Ak trojuholniky B,C,F a A;,C,D
,premiestnime do trojuholnikov CAE a CB,E, priCom trojuholnik A,B,E zostadva

bez zmeny, sucet obsahov tychto troch trojuholnikov je tiez % obsahu trojuholnika

ABC. Obsah Sestuholnika C;DAEBF je potom polovica obsahu trojuholnika ABC,
¢o znamena, Ze obsah trojuholnika ABC je dvakrat taky velky ako obsah Sest'uholni-
ka.

4. Je dana kocka ABCDA'B'C'D' s hranou dizky 3. Bod E leZi na hrane DD', pri¢om
plati 4ED|=|DD/ a bod F je priese¢nik uhloprietok stvorca DCC'D'. Vypocitajte
obsah lichobeznika, ktory je prienikom roviny AEF a kocky.

RieSenie: Mame uréit’ obsah lichobeznika AEGH. Use¢ky HG a AE su prieseénice
roviny AEF s rovnobeZznymi stenami kocky, teda st rovnobezné. Plati, Ze

[ED|=|CG|.
Trojuholniky ADE a HCG st podobné, preto plati

IHC|:3= 5.2

4 4
IHC|=1.

Vyuzitim Pytagorovej vety moZeme vypocitat’ vSetky strany lichobeznika:

|AH|=+/3% +2° =413,

2
\E@:Jf+($J=EJ5
2) 2

15
EA =—
‘A‘ 4’
\qué.
4

Vedme bodmi H, G vysky lichobeznika. Tieto pretinaju jeho zakladiiu AE
v bodoch M, N. Ozna¢me X = ‘EM , Y= ‘AN‘ a vysku lichobeZnika v.

Plati

b

X+ Y +|MN|=x+y+|HG|=|AE

odkial’ mame, Ze plati
5
X+y=—.
y 2

Dalej plati
x> +v? =[EG[*, y?+v?=|AH|".




Po odc¢itani tychto dvoch rovnic dostdvame , Ze plati
7
y? —x? =|AH|* —[EG[ =7
Upravou dostavame, Ze plati

(y =30y +)=.

r 5 14 /4 W
Dosadenim X+ Yy = 5 a upravenim dostavame, Ze

7

—X=—.
y 10

Pomocou tejto rovnice vypocitame, ze

x=— y=3 y=329.
10 5 5

Aritmeticky priemer dizok oboch zékladni lichobeznika sa rovna %, takZze obsah
lichobezZnika je
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