RieSenia uloh 2. série koreSpondencnej sut’aze

1. Dopliite do tabulky 3 x3 navzajom rézne prirodzené Cisla tak, aby sa
stdet &isel v kazdom riadku, stipci aj uhlopriecke rovnal 47.

RieSenie: OznaCme si Cisla v tabulke tak ako na obrazku. Pomocou neznamych
a,b,c si vyjadrime ostatné premenné. Potom X, =47 —-b—c, lebo x;,b,c st v jed-
nom riadku a sucet ¢isel v jednom riadku sa ma rovnat’ 47. Odtial’ potom 'ahko do-
pocCitame

Xs =47 -%x,—a=47-(47-b-c)-a=b+c-a. b |Xi|c
Podobne vypocitame X, a X4: X2|a |X3
X4 X5 [Xg

X4 =47-a-c,

Xe =47—-b—-a.

Plati vSak aj to, ze X, + X5 + Xz = 47. Dosadenim za X,, X5 a X dostavame, Ze plati
(47-a-c)+(47-b-a)+(b+c—a)=47,

odkial’ dostavame, Ze

3a=47.
Avsak cislo 47 nie je delitelné tromi, preto neexistuje také prirodzené Cislo a, aby
rovnost’ platila. Uloha teda nema rieenie.

2. Dvaja zo Siestich chlapcov ukradli jablkd. Na otdzku, kto to bol, dali takéto odpo-

vede:  Harry: ,,Boli to Charlie a Georgie.*

James: ,,Boli to Donald a Tom.*

Donald: ,,Boli to Tom a Charlie.*

Charlie: ,,Boli to Donald a James.*

George: ,,Boli to Harry a Charlie.*
Tom odmietol vypovedat’. Styria uviedli jedného pachatel'a spravne, druhého zle,
piaty udal oboch zle. Kto kradol?

RieSenie: Vieme, ze jeden z chlapcov uviedol oboch pachatelov zle. Ak by bol tymto
chlapcom Harry, znamenalo by to, Ze Charlie a Georgie to neboli. Ostatni chlapci u-
viedli jedného pachatela dobre a jedného zle. Donald uviedol Toma a Charlieho.
Ked’Ze Charlieho uviedol Harry zle, musi byt Tom ten, ktor¢ho uviedol dobre. Po-
dobne z Georgeovej vypovede zistime, Ze v tomto pripade by bol druhym pachate-
om Harry. Teda Donald a James su uz ur€ite nevinni. Charlie v§ak obvinil Donalda a
Jamesa, ale on mal obvinit’ jedného spravne, o je spor s tym, Ze st obaja nevinni.
Preto tato moZnost’ nie je spravna.

Ak by uviedol oboch pachatel'ov zle James, znamenalo by to, Ze Donald a Tom
to neboli. Z Donaldovej vypovede potom vieme, Ze to bol Charlie a z Charlieho vy-



povede zase zistime, Ze druhym pachatel'om bol James. Harry a George su preto urci-
te nevinni. Ked’ si pozrieme vypovede ostatnych chlapcov, vidime, ze tdito moznost’
vyhovuje. Pachatel'mi teda mohli byt Charlie a James.

Ak by uviedol oboch pachatelov zle Donald, znamenalo by to, Ze Charlie
a Tom to neboli. LenZe vo vypovediach ostatnych chlapcov boli s Charliem uvedeni
George aj Harry a s Tomom bol uvedeny Donald. Aby platilo, ze vSetci okrem Do-
nalda uviedli jedného zle a jedného dobre, museli by to byt’ George, Harry aj Donald
a to uz su traja. Preto ani tato moznost’ nevyhovuje.

Ak by uviedol oboch pachatelov zle Charlie, znamenalo by to, Ze Donald
a James to neboli. Podl'a Jamesovej vypovede to potom musel byt Tom. Donald
uviedol Toma a Charlieho, takze Charlie musi byt nevinny, ale potom to podl'a Har-
ryho vypovede musi byt aj George a podl'a Georgovej vypovede zase Harry. To je
zase privela pachatel’ov.

Posledna moznost’ je moznost’, Ze uviedol oboch pachatelov zle George. To by
znamenalo, ze Harry a Charlie to neboli. Z vypovedi ostatnych chlapcov podobne
zistime, Ze to musia byt Tom a George. Potom to Donald a James urcite neboli. Ale
Charlie uviedol prave ich dvoch. Takze ani tato moznost’ nevyhovuje.

Z vyssie uvedeného vidime, Ze jablka museli ukradnt’ Charlie a James.

Komentar a bodovanie: N§jst’ rieSenie vdm nerobilo problém. Problémom vsSak bolo
dokazat’, ze inak to byt nemdze. Nestaci len vypisat’ nejaké tabulky bez komentara,
ale je potrebné podrobne zdovodnit’ vaSe mySslienky.

3. Kazdy z bodov kocky s hranou diZky a zafarbime prave jednou z troch farieb. Do-
kazte, ze potom medzi tymito bodmi existuji dva rovnakej farby, ktorych vzdiale-

nost’ je vicsia ako %a :

RieSenie: Uvazujme Styri vyznacené vrcholy kocky. Tieto vrcholy ndm
vytvaraju pravidelny Stvorsten, pretoZe kazda jeho hrana je stenova uh-

loprietka kocky. Jej dizka je \2a. Z Dirichletovho principu vyplyva,
ze asponi dva znich su zafarbené tou istou farbou. Ked’ze l'ahko na-
hliadneme, Ze plati nerovnost’

2a>E,
5

dostavame, ze vzdialenost’ tychto dvoch bodov rovnakej farby je vécsia ako %a .

Komentar a bodovanie: Na spravne rieSenie ste prisli vSetci. NajcastejSou chybou
bolo, Ze ste upravovali nerovnosti bez toho, aby ste sa zmienili o tom, ¢i robite ekvi-
valentné Upravy.



4. Kolkymi spdsobmi mozno z plného siboru domina (28 hracich kameniov) vybrat’
dva tak, aby sme ich mohli prilozit’ k sebe?

RieSenie: Vyberme prvy hraci kamen. V 7 pripadoch je typu XX av 21 pripadoch
typu XY, kde X a Y st r6zne ¢isla od 0 po 6. V prvom pripade mdéZzeme pridat’ uz len
6 kociek zo siedmich, ktoré obsahuju X — X0, X1, X2, X3, X4, X5, X6 okrem XX.
V druhom pripade je moznosti 12 — X0, X1, X2, X3, X4, X5, X6, YO, Y1, Y2, Y3,
Y4, Y5, Y6 okrem XY a YX. AvSak pri takomto rozdeleni jednotlivych moZznosti
sme kazdi moznost’ zapocitali prave dvakrat. Preto je pocet vSetkych moznych vybe-
rov (7-6+21-12):2=147.

Komentar a bodovanie: Uloha sa dala riesit’ viacerymi spésobmi — naslo sa aj nie-
kol’ko ,,drevorubacskych® rieSeni, ktoré spocivali vo vypisani vSetkych moznosti.
Avsak len jedno z nich bolo spravne, ked’Ze ostatni rieSitelia zabudli na nejaké moz-
nosti, resp. niektoré zapocitali viackrat.

5. N4jdite geometrické miesto vSetkych bodov vnutri Stvorca, o
z ktorych vidno jeho tri strany pod ostrym zornym uhlom. |
Aky je obsah utvaru, ktory vytvaraju? P

RieSenie: Na zaklade Talesovej vety vieme, Ze mnoZina vset-
kych bodov, z ktorych vidno danu useCku pod pravym uhlom,
je kruznica zostrojend nad touto useckou bez krajnych bodov
usecky. Pod ostrym uhlom budeme vidiet’ tato usecku z von-
kajSej oblasti tejto kruznice. Zvol'me si tri l'ubovol'né strany
Stvorca. Potom mnozina vSetkych bodov, z ktorych vidno tie-
to tri iseCky pod ostrym uhlom, je zndzornena na obrazku. Zjednotenim takychto Sty-
roch ploch dostadvame situaciu na druhom obrdzku (pretoze st Styri moznosti, ako
vybrat’ 3 strany Stvorca).

Obsah dvoch oproti stojacich vyznacenych Casti vypocitame napriklad tak, Ze
od obsahu Stvorca od¢itame obsah  kruhu T
s priemerom rovnym dizke strany S$tvorca (dizku ,
strany Stvorca si ozna¢ime a): |

2
S, =a’ - n(gj _a2. A7
2 4 "

Celkovy obsah vyznaenej plochy bude preto dvoj- i
nasobkom S;:

§=25 =a>. 27 _ga2. (2 - f).
2 2 “




Komentar a bodovanie: V svojich rieSeniach ste skoro vSetci nasli utvar vyhovuju-
cich bodov. Problémy vSak nastali pri pocitani jeho obsahu — Castokrat ste sa mylili
pri pocitani obsahu kruhu zostrojené¢ho nad stranou Stvorca.

6. Zistite, pre ktoré prirodzené ¢isla N mozno rozdelit’ mnoZinu {1, 2, ..., n} na dve
skupiny tak, aby v prvej skupine bolo trikrat viac Cisel ako v druhej, a aby sucty
¢isel v oboch skupinéach boli rovnaké.

RieSenie: Aby sme mohli rozdelit’ tychto n cCisel na dve skupiny tak, aby v prvej
skupine bolo trikrat viac ¢isel ako v druhej, musi byt n v tvare 4k, kde k je priro-
dzené cislo. k-ticu ¢isel s najvacsim suctom tvori K najvacsich ¢isel. Ich sucet sa rov-
na

3k+1+3k+2+...+4k:%k-(7k+1):3k2 +@.

3k ¢isel s minimalnym suctom tvori 3k najmensich ¢isel — 1, 2,..., 3k. Ich sucet sa

rovna

1+2+...+k+k+1+...+2k+2k+1+...+3k:%3k-(3k+1),

k(k +1 : L s y . ;
M pre kazdé prirodzené ¢islo K, pretoze plati nerovnost

%3k'(3k+1)=3k2 +@+k-(k+l)>3k2 +_k(k2+1)_

&o je viac nez 3k +

Zistili sme teda, ze 3k-¢lenna skupina s najmensim suctom ma vzdy vacsi sucet
ako k-¢lenna skupina s najvacsim suctom. Preto sa sucty prvkov v mnozinach zo za-
dania urcite nikdy nebudu rovnat’. Teda neexistuje také n, aby bolo mozné rozdelit’
mnozinu {1, 2, ..., n} na dve skupiny tak, aby v prvej skupine bolo trikrat viac ¢isel
ako v druhej, a aby sucty ¢isel v oboch skupinach boli rovnaké.

Komentar a bodovanie: Vel'a z vas pri§lo na myslienku uvedent v tomto rieseni. Co
ste vSak neurobili dostato¢ne korektne, bola Cast’, v ktorej ste prehlasili, Ze z toho, ze
uloha v tomto $pecialnom pripade rozdelenia ¢isel nema rieSenie, vyplyva, Ze nebude
mat’ rieSenie ani pre iné rozdelenia ¢isel. Problém je v tom, Ze ste toto rozdelenie pre-
hlésili za ,,optimalne* bez zdévodnenia.

k(k +1)

7. Cislo tvaru , kde k € N, nazyvame trojuholnikovym ¢islom. Nech ne N.
Dokazte, ze ¢islo n!+1 je druhou mocninou prirodzeného ¢isla prave vtedy, ked’

!
% je trojuholnikovym ¢islom.



RieSenie: Predpokladajme, Ze ¢islo n!+1 je druhou mocninou prirodzeného ¢isla.
Potom n>1 (pretoze pre n=1 Cislo 1!+ 1=2 nie je druhou mocninou prirodzeného
Cisla). Preto je n! parne ¢islo a n!+1 neparne prirodzené ¢islo. Potom z predpokladu
dostavame, Ze existuje také prirodzené Cislo m, Ze plati
nl+1=(2m+1)° =4m? +4m+1.
Z tohto vyjadrenia dostdvame, Ze
n! m(m+1)
8 2

b

!
teda % je trojuholnikovym ¢islom. Predpokladajme, ze existuje k € N také, ze plati

k(k+1) n!
28]
Upravenim tejto rovnice dostaneme, Ze plati
nl+1=4k? + 4k +1=(2k +1)*,
teda n!'+1 je druhou mocninou prirodzeného Cisla. Dokéazali sme obe implikacie,

preto tvrdenie zo zadania plati.

8. Dany je konvexny $tvoruholnik ABCD s obsahom 100 cm®. Oznaéme stredy stran
AB, BC, CD, DA po rade E, F, G, H. Vypocitajte sucet obsahov trojuholnikov
ABF, BCG, CDH a ADE.

RieSenie: Rozdel'me Stvoruholnik ABCD uhloprie¢kou AC na dva trojuholniky. Vie-
me, ze plati

Saasc +Saapc = Sacp-
Kedze F je stred BC, tak AF je taznica trojuholni- C

D
ka ABC, a teda
Saasc = Sansr tSaarc =25 anBF -
Podobne aj HC je taznicou trojuholnika ACD,
a teda
SAADC = SacDH + SaaHC = 2SAcDH - A B
Potom

Sascd = Saasc t Saapc =2SaasF + 2SAcDH
odkial’ dostdvame, ze plati

1
SaaBF + SaHDC :ESABCD-

Analogicky dokaZzeme, Ze plati

1
Sacec T Saepa = ESABCD'



Potom plati

Sansr T SaHpc * Sacee + Saeap = Sascp s
¢o sme chceli dokazat'.

9. AkY najvacsi pocet bodov mozno umiestnit’ na Gsecke jednotkovej dizky tak, aby

Pubovolna usecka dizky d obsahovala najviac 1+10d? zo zvolenych bodov?

RieSenie: Najdlhdia usetka, na ktorej mozu byt dva body, ma dizku

d= 1/% = 1/%. Potom naozaj 1+10d? :1+10-%:2. Ak teda mame tusecku

takejto dizky, mozu na nej byt az dva body, musia byt viak v koncovych bodoch tej-
to usecky, inak by sa dala najst’ aj kratSia usecka, ktord by obsahovala tieto dva body,
¢o nie je mozné. Takychto uselick sa na useCku jednotkovej dizky zmesti

,/1/% =+/10 > 3. Usetky majii body vo svojich koncovych bodoch, preto sa musia

napdjat’ tesne na seba. Inak by vzdialenost’ medzi poslednym bodom prvej a prvym
bodom druhej bola mensia ako\/% , alebo by sa ndm tam nezmestili vSetky 3 usecky.

Ked’Ze 3 usecky maju 6 koncovych bodov a dva zaciatocné z nich musia byt
totozné s dvoma koncovymi z nich, mame umiestnené 4 body. Viac sa uz urcite neda.
Lahko overime, Ze takto rozmiestnené body spliiaji podmienku zo zadania.

Najkrat$ia use¢ka obsahujtca tri body ma dizku 2@ a ked’ to dosadime za d, do-
staneme

1410-(2J0.1f =1+10-01-4=1+4=5>3,
a teda méze obsahovat’ 3 body. Podobne najkratSia usecka obsahujica 4 body ma
dizku 3@ . Ked’ to dosadime za d, zistime, ze moze obsahovat’ 4 body. Na tisecku
teda mdézeme za danych podmienok umiestnit’ najviac 4 body.

Komentar a bodovanie: Uloha patrila medzi naroénejsie, kladla narok najmi na do-
slednti argumentaciu. Casto ste len prehlasili o nejakom rozdeleni bodov, Ze je opti-
malne, a dokazali ste tvrdenie len pre také rozdelenie. Tym ste vSak zabudli na mno-
ho d’alSich rozdeleni, a teda nemohli ste ziskat’ vel'a bodov.



10. Rozhodnite, ¢i existuju funkcie f a g definované na celej mnozine realnych ¢isel
R tak, aby platilo f(x)-g(y)=2x+3y+1 pre kazdé x,y eR.

RieSenie: Funkcia g je definovana na celej mnozine realnych cisel, teda aj v nule.
Nech je hodnota g(0) =a. Potom ak

f(x)-g(y)=2x+3y+1,
tak
f(x)-a=2x+1,
teda funkcia je na celom jej definiénom obore v tvare
f(x)= 2x+l 2,1
a a a
Preto je to linedrna funkcia X. Podobne ukdzeme, Ze aj ¢ je linearna.

Nech f(0)=Db (vieme, Ze f je definovana aj v nule). Potom

3v+1 2 1
g(y)="Y""=

b b” b
je linedrna funkcia y. Nech teda
f(x)=cx+d,
gly)=ey+f,

su nejaké linearne funkcie, pricom vieme, ze C# 0, e # 0. Potom
2x+3y+1=f(x)-g(y)=(cx+d)-(ey + f)=cexy + fcx +dey + df .

Na T'avej strane sa vyskytuje ¢len obsahujtci X aj ¢len obsahujuci Y. Preto ¢ ani d ne-

mozu byt nulové. Taktiez vieme, Ze Cce je tieZ nenulové. Prava strana potom nie je

linedrnou funkciou X a y, pretoZe obsahuje aj zlozku obsahujucu Xxy. To ale neplati pre

2X+ 3y +1. Preto neexistuju funkcie f a g definované na celej mnozine realnych cCisel

R tak, aby platilo, ze f (X) g(y)=2x+3y+1 pre kazdé x,y eR.

Komentar a bodovanie: Ulohu ste vyriesili bez viac¢Sich problémov. Tie sa vyskytli
len pri zd6évodnovani toho, Ze linearna funkcia nemoze obsahovat’ zmieSany ¢len ob-
sahujuci obe premenné.

11. Dokdste, 7e plati: 323 | (2027 +1670%4 —320%4 _1)

RieSenie: Vieme, ze 323 =17-19, preto treba dokdzat, ze 19 a sucasne 17 deli

202004 + 162004 _32004 1.

Vieme, Ze plati

a"-b"=(a- b)(a”‘1 +a"b+a" b +..+ab" " + b”‘l).



Vyuzitim tohto vzt'ahu dostavame, Ze plati

202004 4 162004 _ 32004 1= 202004 _ 12004 4 162004 _ 32004 —

=(20-1)-(202%% + 2022 1 +20+1)+

+(16-3)- (1620 +16202 .34 11632002 4 32003 )

=19-(202003 + 20209 +...+20+1)+

#13- 1622 (16 +3)+16°°% . (16+ 3)..+ 322 . (16 + 3)|=

:19.(202003 4+ 202002 +...+20+1)+13-19-(162002 4+ 162000 +...+32002):

=19 2029 +202%2 1 420 +1)+13- (162 +162°% 1. +3202 |

Podobne dostavame, Ze plati

202004 +162004 _32004 _1:202004 _32004 +162004 _12004 _

:(20_3).(202003 1£202002 3, 4 9(.32002 +32003)+
+(16-1)-(162% +1622 & +16+1)=

=17 (2029 420702 .34 4 20.32002 4 32003 )
£15-[1627 - (16+1)+ 162 (16+1)+...+ 16 +1|=
=17-(20%% 4 2022 .34 4 20+3)+15-17- (162 +162°% 4 +1)=

=17- (202 + 2022 .34 .+ 20+3)+15- (1622 + 167 + ..+ 1)),

02004

Preto je Cislo 2 +1620% — 3209 _1 delitelné 19 aj 17, teda je delitel'né aj 323.

Komentar a bodovanie: Opit sa vyskytlo viacero réznych rieSeni, najCastejSie
z nich bolo prave uvedené.

12. Oznacme R najvacsSie také Cislo, Ze do kazdého konvexného mnohouholnika
s obsahom S a obvodom 0 mozno vpisat’ kruh s polomerom R. N4jdite hodnotu
R alebo dokézte, ze také Cislo neexistuje.

Komentar: Tuto ulohu nikto z vas nevyries$il Uplne spravne, preto ju ponechdvame
na rieSenie do d’alSej série. Pre upresnenie zadania uvedieme, Ze vpisat’ kruh chapeme
v takom zmysle, Ze existuje také umiestnenie kruhu a mnohouholnika v rovine, Ze
vnutro kruhu je podmnozinou vnutra mnohouholnika.

13. Nech f (X) =ax? +bx+c, xeR, pricom koeficienty a,b,c € R su také, ze rov-
nica f(x)=X nem4 redlne korene. Dokazte, Ze ani rovnica f(f(x))=x nema

realne korene.



Riesenie: Ked'Ze funkcia f je spojita a rovnica f(x): X nema rieSenie, tak musi pre
vietky X redlne platit bud’ f(x)<x alebo f(x)> x. Bez ujmy na vieobecnosti pred-
pokladajme, ze plati f (X) < X. Potom plati aj

f(f(x)< f(x)<x,

a teda rovnica f(f(x))=x nema realne korene.

Komentar a bodovanie: Uloha sa dala riesit’ vo veobecnosti pre spojité funkcie.
Nasli sa vSak aj také rieSenia, ktoré sa uzko viazali na fakt, Ze ide o kvadratickt funk-
ciu. Tie vSak boli ovel'a dlhSie a neprehl’adnejSie.

14. Nech {a,_, {b,jo_,, {cn}7_, st postupnosti prirodzenych &isel. Dokazte, ze
existujil navzajom rozne indexy p a (, pre ktoré sucasne platia nasledujice ne-

rovnosti:

RieSenie: Uvazujme postupnost’ {Xn };Ozl prirodzenych ¢isel. Tato urcite obsahuje ne-

klesajicu podpostupnost’, pretoze mnoZzina prirodzenych &isel je ohranicena zdola.
(Dokaz vyuziva ten fakt, ze ak by bola tato postupnost’ ohranicenéd zhora, potom by
mohla nadobudat’ len kone¢ne vel'a hodnot, a teda niektord by sa vyskytovala neko-
nec¢ne velakrat. Tym padom by sme mali uréenu konStantni podpostupnost’, a teda aj

neklesajucu.) Nech je tou neklesajicou podpostupnostou postupnost’ {ank }:’Zl. Uva-

Zujme postupnost’ {bnk }OO Tato je podpostupnostou postupnosti {bn }le a je taktiez

k=1"
postupnostou prirodzenych ¢isel. Z nej opat’ vieme vybrat’ neklesajucu podpostup-

nost’, ktorl si oznaCime {bn oo_l. Nakoniec uvazujme postupnost’ {C“m }:0_1 Tato je

kl /l=
podpostupnostou postupnosti {Cn };Ozl a je taktiez postupnostou prirodzenych Ccisel.
Z nej opat’ vieme vybrat’ neklesajicu podpostupnost’, ktort si oznacime {anl }m .
m ‘m=1
Teraz uz len staci zvolit' q=n; a p=n; . Na zaklade uvedenej konstrukcie plati
1 2

apz%,bpz%,cpz%.

Komentar a bodovanie: Uloha mala viacero moZnych rieseni. Vyskytlo sa aj riese-
nie vyuzivajice preusporiadavanie nekone¢nych postupnosti, ¢o je tloha vcelku ne-
trividlna a dokonca Casto aj nerealizovatelna... Ako problematickt si mdzete predsta-
vit’ napr. postupnost’ 1, 2, 1, 2, ... Ak by ste ju chceli usporiadat’, tak na zaciatku by
bolo nekonecne vela jednotiek a dvojky by zacinali az niekde v ,,nekonecne.
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