Zadania uloh 56. ro¢nika Matematickej olympiady
v SK. roku 2006/2007

Kategoria Z4

1. Na obrazku su v Stvorcekovej sieti znazornené dva
ZUBOUHOLNIKY  (svetlosivy atmavosivy), ktoré sa
zahryzli do seba. (ZUBOUHOLNIK je Specidlny druh

.....

.....

(Bednérova S.)

2. Miss STRANGELANDIA dostala tak vela rdznych ponuk od rbznych
modelingovych agentdr, Ze si z nich nevedela vybrat'. Napokon sa rozhodla, Ze prijme
ponuku tej z nich, ktora ako prva uhadne c¢islo jej topanok. Prezradila im, Ze je to
dvojciferné ¢islo s cifernym siuc¢tom 12 a ak by sa v tomto ¢isle zmenilo poradie ¢islic,
vzniklo by ¢islo 0 54 vacsie. Ake ¢islo topanok nosi Miss STRANGELANDIA?
(Bednéarova S.)

3. Jurko vcera na magnetickej tabuli vytvoril vzorovy priklad. Dnes, ked’ priSiel do
Skoly, zistil, Ze pani upratovacka ho ,upratala®“ avSetky pouzité cislice a znaky
zoradila na dolnom okraji tabule takto:
345689+=
Aky priklad vytvoril véera Jurko? N4jdi vSetky moznosti.
(Dillingerova M.)
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4. Rodicia prvej slovenskej superstar K. K. sa staraju o jaskynu ,,Zla diera®. V jaskyni
je tma, navstevnici si svietia karbidovymi lampasikmi. Pre seba a pre pani ucitel’ku ma
pan K. vacsiu lampicku. LampaSikov vsak mali len 9, preto sprievodca ujo K. zoradil
nasu skupinu ako husi tak, ze tesne pred tym, ktory nemal lampasSik, iSiel niekto
s lampaSikom alebo lampickou. Prvy v zéstupe bol on, posledna pani ucitel’ka
s lampickou. Lampasik niesli 4 chlapci, 4 dievcata lampasSik nedostali. Korko dievcat
bolo v naSej skupine? Kolko tam bolo chlapcov? Poznamka: Nik neniesol dva
lampasiky a Ziadni dvaja s lampaSikmi nesli tesne za sebou.

(Bednarova S.)

5. Sedem Snehulienkinych trpaslikov bolo na hriboch. Prisli s koSi¢ckami, v ktorych
mali 34, 19, 50, 44, 31, 28 a 37 hribov. Snehulienka im povedala, aby niektoré koSi¢ky
ulozili do Spajze, niektoré dali k sporéku a ostatné polozili na stol tak, ze vSade mal
byt rovnaky pocet hribov. Trpaslici sa rozhodli, ze hriby z kosi¢kov nebudu vyberat'.
Podari sa im ulozit’ koSicky tak, ako to chcela Snehulienka? Najdi aspon jeden spdsob.

(Ptackova S.)

6. Z cisla 1583719 vyskrtni tri ¢islice tak, aby vzniklo ¢o najvacSie ¢islo, ktorého
kazdé cislica je neparna.
(Dillingerova M.)

Kategoria Z5

1. Na obrazku vidi$ patuholnik a Sestuholnik so spolo¢nou stranou. Dopln do krizkov
na tomto obrazku c¢islice 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 a 9 tak, aby sucet ¢isel v Sestuholniku aj
sucet ¢isel v patuholniku bol 24. Kazdé ¢islo smieS pouZzit’ len raz. Staci, ked’ najdes
jedno rieSenie.

(m, (Hozova L.)
A Y
» f/ ~
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2. Cyklistickeho preteku Krizom - krazom sa zucastnili Sest’¢lenné druzstva z celej
Eurdopy. Prvych desat’ etap eSte zvladli vSetci, ale v jedenéastej etape po hromadnom
pade odstupilo 17 cyklistov. V kazdej d’alSej etape ich potom odstupilo o troch menej
ako v predoslej. Do ciela poslednej 15. etapy doslo 53 cyklistov. Kol'ko druzstiev sa
zGcastnilo preteku?

(Ptackova S.)
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3. TomaSkova cvicena blcha Skékalka stala na ciferniku
hodin na bodke pri ¢isle 12. Hrala sa snim takdto hru:
Tomasko hodil kockou a blcha skocila o tol'ko bodiek d’alej,
kol’ko mu padlo na kocke. Po prvom hode skékala v smere
pohybu hodinovych rugiciek, po druhom proti smeru a po
tretom opat’ v smere pohybu hodinovych ruciciek. Vieme,
Zze Tomasko hodil dvojku, patku aSestku, ale nevieme
v akom poradi mu padli.

a) Na bodke pri ktorom ¢isle mohla skon¢it’ Skakalka

po tretom skoku?
b) Na ktoré ¢islo sa blcha pocas hry vébec nemohla dostat’™?
(Hozova L.)

4. Pomocou ¢islic 0 az 9 a dvoch desatinnych ¢iarok utvor dve desatinné ¢isla tak, aby
ich sucet bol ¢o najmensi. Najdi vSetky moznosti! (Kazdu cislicu treba pouzit’ prave
raz!)

(Bednérova S.)

5. Sedem Snehulienkinych trpaslikov bolo na hriboch. Prisli s koSickami, v ktorych
mali 34, 19, 50, 44, 31, 28 a 37 hribov. Snehulienka im povedala, aby niektoré koSicky
ulozili do Spajze, niektore dali ku sporaku a ostatné polozili na stél tak, ze vsade malo
byt rovnako vel'a hribov. Trpaslici sa rozhodli, Ze hriby z koSickov nebudd vyberat'.
Podari sa im ulozit’ koSi¢ky tak, ako to chcela Snehulienka? Najdi aspon jeden spdsob!

(Ptackova S.)

6. Na obrazku je v Stvorcekovej sieti zndzornené cislo 2007. Zisti obsah sivej casti
obrazka, ak vies, Ze strana kazdého maleho Stvorceka meria 4 cm.
(Raabova M.)
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Kategodria Z6

1. Luk&s natieral latkovy plot. Kazdych 10 mindt natrel 8 latiek. Jeho mladsSi brat
Kubko mu chvilku poméhal. Za 7 minut natrel vzdy 4 latky, takze Luka$ skoncil
o Stvrt’ hodiny skor, ako predpokladal. Ako dlho mu Kubko pomahal?

(Raabova M.)

2.Z0 zhodnych  rovnoramennych  trojuholnikov
aStvorcov sme zlozili (bez prekryvania) (tvar
zndzorneny na obrazku. Zisti velkosti vnuatornych
uhlov tychto rovnoramennych trojuholnikov.

(Bednarova S.)

3. Hviezda na obrazku je rozdelena dvomi Gseckami na tri
¢asti. Zisti obsahy jednotlivych ¢asti.

(Simznek L.)

1dm

4. Zo Smutnan do Veselikova vedu tri cesty. T4,
ktord je na mape vyznacena ako plna, meria 40
km, najvysSia povolena rychlost’ na nej je 80 km/h
a vybera sa na nej myto 50 korun. ,,Bodkovana“
cesta je dlha 35 km, najvysSia povolena rychlost
je na nej 60 km/h amytne je 150 kordn. Na

J

.

B . /
»clarkovanej“ ceste, ktord je dlha 45 km, sa seenes” j'
vybera myto 100 korGn a najvyssia povolend [ Smuteny |-~ 7
rychlost je 100 km/h. Ujo Ponahlavy a teta ", s
Sporovlivd sa chcl dostat zo Smutiian do S R4
Veselikova, ujo ¢o najskor ateta ¢o najlacnejsie. TS ‘

Obaja si zavolali taxik. Soféri taxikov celd cestu
idd maximalnou povolenou rychlostou a G¢tuju si 15 koran za jeden km cesty
a zaplatené mytne.

1. Ktorou cestou sa ma vybrat’ taxikar uja Ponahl'avého?

2. Ktorou cestou sa ma vybrat taxikar tety Sporovlive;j?

3. O korko minat menej bude trvat’ ujova cesta v porovnani s tetinou?

4. O korko korun viac zaplati ujo ako teta?

(Bednérova S.)
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5. Viacciferné ¢islo sa nazyva optimistické, ak jeho
Cislice zlava doprava rastd. Ak cislice cisla zl'ava
doprava Kklesaju, hovorime, Ze je to ¢islo
pesimistické. Sucet sedemciferného pesimistickeho
a sedemciferného optimistického ¢&isla zloZeného
z tych istych ¢islic je 11001000. Ktoreé ¢islice sme
pouZzili na zapis tychto dvoch ¢isel?

1458 -
optimistickeé
cislo

(Bednéarova S.)

6. Nasa trieda planovala turisticky vylet. Niektori Ziaci sa dohadovali o diZke jeho
trasy a tvrdili, Ze je to 28, 16, 32, 37 a 15 km. Mylili sa vSak 0 5, 7, 8, 9 a 14 km. Aky
dihy bol vylet v skuto¢nosti?

(Volfova M.)

Kategoria Z7

1. Janka narysovala 6-uholnik, ktorého dizky stran vyjadrené v cm st celé gisla. Potom
si uvedomila, ze kazdé dve jeho susedné strany su na seba kolmé. Zisti, ako mohol
vyzerat Jankin 6-uholnik, ak m4 byt jeho obvod 16 cm a jeho obsah 12 cm?. Narysuj
obe moznosti.

(Dillingerova M.)

2. Rozdel’ obdiZznik na obrazku, ktory sa sklada z rovnakych $tvorcov, na ¢o najmensi
pocet zhodnych casti tak, aby kazda z nich obsahovala len také ¢isla, ktoré davaju po
deleni tromi navzajom rézne zvysky. Pozor, rezat’ sa smie len po ciarach siete!

(Bednarova S.)

14 | 32
43 1102 | 11 90
22 | 18 301 7
35 99 | 29
12 62

3. Ur¢ pocet zlomkov, ktorych hodnota je nasobkom troch a citatel’ aj menovatel’ su
trojciferné prirodzené ¢isla. )
(Simznek L.)

4. Rozpravkovy dedusko niesol vrece zrna do mlyna. Po ceste mu zrno zacalo
z vreca vypadavat. Tri vtaciky si vSimli, ze za deduskom ostava cesticka oznacena
jednotlivymi zrnkami. Prvy iSiel zobat’ zrnka zeleny vtacik a zozobal kazde Stvrté
zrnko leZziace na zemi. Potom priletel zobat’ ¢erveny vtacik a zozobal kazdé piate
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zrnko leziace na zemi. Nakoniec zlietol na cesticku modry vtacik a zozobal kazdé
tretie zrnko leziace na zemi. Kolko zrniek stratil dedusko z vreca, ak vtaciky
zozobali spolu 79 zrniek?

(Dillingerova M.)

5. Troj- a viacciferné ¢islo s navzajom réznymi ciframi, pre ktorého Ziadne tri za
sebou iddce ¢islice a, b, ¢ neplati a<b<c ani a>b >c, sa nazyva vinité. Napi$
a) najvacsie vinite cislo, ktoré nie je delitelné 3,
b) najvacsie vinité ¢islo deliterné 150.
(Bednarova S.)

6. Osemboky kolmy hranol nacrtnuty na obrazku vznikol zlepenim troch kvadrov.
Zisti objem a povrch tohto hranola, ak poznas dizky vyznagenych hran a vies, Ze
z 6smich jeho boc¢nych stien st vzdy dve a dve zhodné.

(Bednérova S.)
lcm

7cm 43¢

8cm

Kategodria Z8

1. Z ¢islic 1 az 9 sme utvorili tri zmieSané cisla a— . Potom sme tieto tri ¢isla spravne
C

sc¢itali. Aky najmensi sucet sme mohli dostat™? (Kazdu cislicu sme pouzili prave raz!)
(Bednérova S.)

2. Pan kral’ si dal naliat’ pIna ¢aSu vina. Pétinu vina z nej odpil. Potom si nechal ¢asu
doplnit’ vodou a odpil Stvrtinu objemu. Opéat’ mu ju doliali vodou a kral’ odpil tretinu.
Nakoniec c¢asu eSte raz doliali vodou doplna. Kol'ko percent objemu c¢aSe tvori
povodné vino?

(Krejcova M.)

3. Je dany pravidelny devatuholnik ABCDEFGHI. Vypocitajte velkost uhla, ktory
zvieraju priamky DG a BE.
(Krejcova M., Raabova M.)

ra—
4. Ziaci postavili z mnozstva rovnakych kociek pyramidu, A =
ktorej c¢ast’ vidite naobrazku. Pyramida, svojho druhu
najvacSia na svete, stala od tej doby na Skolskom dvore a = 15
prSalo naiu. Po case sa museli vSetky kocky, na ktoré A Fa
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prsalo, teda tie na povrchu, vymenit. Vymenilo sa celkom 2 025 kociek. Kor’ko mala
pyramida vodorovnych vrstiev? )
(Simznek L.)

5. Na luke sa pasli ovce. Tych s rohmi bolo dvakrat menej ako tych bez rohov. Tych
s tmavym kozuskom bolo torko ako tych so svetlym kozuskom. (Iné ovce, jednorohé,
frakaté a pod., sa na luke nepasli.) Iba tri tmavé ovecky nemali rohy a svetlé vobec
nemali rohy. Korl'ko sa paslo oveciek na luke?

(Dillingerova M.)

6. VysSka rovnoramenného trojuholnika ABC deli tento trojuholnik na dve casti,
ktorych obsahy su v pomere 1: 3. Urcte obsah a obvod trojuholnika ABC, ak viete,

Ze|AC|=|BC| a |AB|=+/32 cm.

(Hozova L.)
Kategoria Z9
1. Zistite, kol’ko je takych Sest'cifernych cisel, ktoré maju ciferny sucin 750?
(Tlusty P.)
2.V scitacej pyramide sa na kazdej tehlicke (okrem tych a o

z najspodnejsSieho riadka) nachadza sucet tych cisel, ktoré su
napisané na dvoch smnou susediacich tehlickach z niZSieho
riadka. Doplite na prazdne tehlicky scitacej pyramidy [ °x-1 213 - X
znazornenej na obrazku chybajuce vyrazy.

(Bednarova S.)

3. Do kruznice spolomerom 2 cm je vpisany pravidelny Sestuholnik ABCDEF,
Priese¢nik priamok FE a CD ozna¢me M. Vypocitajte dizku usecky AM.
(Volfova M.)

4. Matematickej sutaze sa zucastnilo 142 ziakov. Po skonceni sutaze autor zistil, ze
priemerny pocet bodov udelenych za tretiu Glohu pripadajuci na jedného sutaziaceho
je 2,7 (zaokruhlené na desatiny). Nie kazdy sut'aziaci vSak tretiu ulohu odovzdal, takze
priemerny pocet bodov udelenych za tretiu Ulohu pripadajdci na jedno odovzdane
rieSenie bol 3,9 (zaokrdhlené na desatiny). Kol'ko sutaziacich mohlo odovzdat tretiu
ulohu?
Poznamka: Udel'ovali sa len celé body, neodovzdana uloha bola hodnotena 0 bodmi.
(Simanek L.)

5. Trojuholnik REZ s obsahom 300 cm?, stranou RE dizky 25 cm a stranou ZE dizky
30 cm sme dvomi priamymi rezmi rozdelili na 3 ¢asti aztychto casti zlozili (bez
prekryvania) obdiznik. Aké rozmery mohol mat' tento obdiznik? Najdite v3etky
MOozZnosti.

(Bednarova S.)
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6. Ukazte, Ze cislo
(1-3-5-7-...-2003-2005)+(2-4-6-8-...- 2004 - 2006)
je deliterné ¢islom 2007*.
(Tlusty P.)

Kategoria C

1. Urcte vSetky dvojice prirodzenych cisel (a, b), pre ktoré plati
a+5Jb =b+54a.

(Jaroslav Svrcek)

2. Najdite vSetky trojuholniky, ktoré sa daju rozrezat na lichobezniky so stranami
dizok 1cm, 1 cm, 1 cma 2 cm.
(Jan Mazak)

3. Njdite vsSetky prirodzené cisla, ktorych zapis neobsahuje nulu a mé nasledujdcu
vlastnost: Ak vinom vynechame Tlubovolnu Ccislicu, dostaneme cislo, ktoré je
delitefom pbvodného ¢isla.

(Jaromir Sim3a)

4. Dany je lichobeznik ABCD so zakladnami AB a CD. Ozna¢me E stred strany AB, F
stred usecky DE a G priesec¢nik Useciek BD a CE. Vyjadrite obsah lichobeznika ABCD
pomocou jeho vysky v a dizky d Gse¢ky FG za predpokladu, Ze body A, F, C lezia na
jednej priamke.

(Jan Mazak)

5. Zistite, pre ktoré prirodzené ¢islo n je podiel
33000

(n—4)(n+1)

a) ¢o najvacsie,
b) ¢o najmensie prirodzené ¢islo.
(Eva Ridk4)

6. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC, v ktorom je D pata vysky zvrcholu C
aVpriesecnik vySok. Dokazte, ze |AD|.BD| = |AB|.VD| préave vtedy, ked
CcD| = |A8].

(Jaroslav Zhouf)
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Kategoria B

1. Najdite vSetky dvojice celych cisel (a, b), ktoré su rieSenim rovnice
a’+7ab+6b*>+5a+4b+3 = 0.
(Pavel Novotny)

2. Dana je kruznica ks priemerom AB. K l'ubovolnému bodu Y kruznice k, Y #A,
zostrojme na polpriamke AY bod X, pre ktory plati |AX| = |YB|. Urste mnoZinu

vSetkych takych bodov X.
(Pavel Leischner)

3. Najdite najmenSie prirodzené ¢islo k take, Ze kazda k-prvkovd mnoZzina
trojcifernych po dvoch nesudelitelnych ¢isel obsahuje aspon jedno prvocislo.
(Pavel Novotny)

4.V Tubovolnom trojuholniku ABC ozna¢me T jeho t'azisko, D stred strany AC a E
stred strany BC. N4jdite vSetky pravouhlé trojuholniky ABC s preponou AB, pre ktoré
je Stvoruholnik CDTE dotyc¢nicovy.

(Jan Mazak)

5. Najdite vietky dvojice redlnych &isel (p, q) také, Ze mnohodlen X%+ px+q je

delite’om mnoho¢lena x* + px? +q.
(Jozef Moravcik)

6. Dana je usecka AA, a priamka p. Zostrojte trojuholnik s vrcholom A a vyskou AA,,

ktoréeho t'azisko a stred kruznice opisanej lezia na priamke p.
(Eva Ridka)

Kategoéria A

1. V obore realnych ¢isel vyrieSte rovnicu
4x* —12x3 —7x* + 22x +14 = 0,
ked’ viete, ze mé Styri r6zne reélne korene, pricom sucet dvoch z nich sa rovna ¢islu 1.
(Jaromir Simsa)

2. Kruznica vpisana do daného trojuholnika ABC sa dotyka stran BC, CA, AB postupne
v bodoch K, L, M. Oznacme P priese¢nik osi vnatorného uhla pri vrchole C
s priamkou MK. Dokazte, zZe priamky AP a LK su rovnobezné.

(Peter Novotny)
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3. Ak X, y, z su realne ¢isla z intervalu <— 1, 1> spinajlice podmienku xy + yz + zx = 1,
tak plati

6%/(1 - x2)(l - yz)(l - 22) <1+ (x+y+2z)

Dokazte a zistite, kedy nastava rovnost’.
(Jaroslav Svrcek)

4. Uréte, pre ktoré prirodzené &islan sa mnozinaM = {1, 2, ... , n} da rozdelit

a) nadve,
b) natri
navzajom disjunktné podmnoziny s rovnakym poctom prvkov tak, aby kazda z nich
obsahovala aj aritmeticky priemer vSetkych svojich prvkov.
(Peter Novotny)

5.V rovine je dana kruznica kso stredom Sabod A= S. Uréte mnoZinu stredov

kruznic opisanych vSetkym trojuholnikom ABC, ktorych strana BC je priemerom
kruznice k.
(Jiri Dula)

6. Urcte vSetky funkcie f : Z — Z také, Ze pre vSetky celé cisla x, y plati

f(f(x)+y)=x+ f(y + 2006)
(Petr Kasiovsky)
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