RieSenia uloh 3. série koreSponden¢nej sutaze
1. Najdite najmenSie prirodzené cislo n také, Zze +/4n — 2 je prirodzené ¢islo.

RieSenie: KedZe ¢islo 4n—2 je parne, tak ak je +/4n—2 prirodzené ¢islo, potom je
parne, teda existuje také prirodzené ¢islo k, Ze plati +/4n —2 =2k, odkial’ dostdvame,

7e 4n—2=4k?, o viak pre prirodzené &isla k a n nemdze platit, pretoze &islo 2 nie
je delitel'né cislom 4. Preto hl'adané prirodzené ¢islo neexistuje.

2. Kazdé z ¢isel xq,X,,...,X, sarovna 0, 1 alebo — 2. Navyse plati
Xp+ Xy +...+ X, =5,
XE+ X5 + ...+ x5 =19,

Urcte hodnotu X + X3 +...+ X
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RieSenie: Najprv si uvedomme, Ze ak sa niektoré z ¢isel X;,Xs,...,X, rovna 0, tak to

nemé vplyv na hodnotu si&tu X7 + X3 +...+ X>. Zaoberajme sa preto len nenulovymi

¢islami. Ak sa nejaké cislo rovna 1 alebo — 2, potom sa jeho druhd mocnina rovna 1
alebo 4. Oznaéme a pocet vyskytov 1 ab pocet vyskytov —2 medzi cislami
X1, Xa,..., X - POtom z prvej a druhej rovnice zo zadania dostavame, Ze plati
a—-2b=-5,
a+4b=19.
VyrieSenim tejto sustavy dostaneme, ze a=3, b=4. Potom

X2+ X5 +...+ X2 =3-15+4.(-2)° =—125.

3. Vstvoruholniku ABCD, ktorého obsah je 2, plati |AB|+|BD|+|CD|=4. Urcte
dizku tsecky AC .

RieSenie: Pre obsah trojuholnika ABC plati, ze D C
S wagD = %\ABH BD)sin| ZABD| < %\ABH BD).
Podobne plati pre trojuholnik BCD
Sscep = |CD|DBJsin|~CDB|<-/|cD| DB

Sucet obsahov trojuholnikov ABC a BCD sa rovna

SaABD T SaBCD :E‘BDMAB‘ +[cD)). A B X

Potom na zaklade AG nerovnosti plati

4=2.

|AB| +|BD| +\CD\J2 1

1 1
SAABD + SABCD :E‘BD‘QAB‘ + ‘CDD —( — 2 .

<
2 2

Ked’ze plati

2=Sppcp <Saaep * Sascp <2,
musi v kazde] z vysSie uvedenych nerovnosti nastat’ rovnost. Znamena to, zZe
trojuholniky ABD a BCD su pravouhlé s pravym uhlom pri vrchole B, resp. D, a plati

BD|=|AB|+|CD|.
Potom
BD| =|AB| +|CD| = 2.

Ak spustime z bodu C vySku na priamku AB a jej patu oznacime X, tak z Pytagorovej
vety v trojuholniku ACX dostavame, Ze plati

IAC|=|AX[? +|CX|? = /(AB| +|CD|)* +|BD]? =4+ 4 =242,
Hradana dizka tsecky AC je preto 2+/2.
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4. Cisla stran knihy st 1, 2, ... Ak s¢itame vetky tieto &isla stran, ale jedno z nich
zapocitame dvakrat, dostaneme 2006. Ktoré ¢islo sme zapocitali dvakrat a kol'ko
stran ma kniha?

RieSenie: Ozna¢me si pocet stran knihy n. Potom sa sUcet ¢isel stran rovna
1+2+...+n+Kk,
kde k oznacuje ¢islo strany, ktord bola zapocitana dvakrat. Vieme, ze plati 1<k <n.
Potom musi platit’
1+2+...+n+k=2006.
Upravenim dostaneme, Ze plati
n(0+3) 2006,

Pre T'avl stranu tejto rovnice mame horné aj dolné ohranicenie z ohranicenia pre k:

2 2
n”_ n-(n+l)Jrlg n-(n+1)+kS n.(n+3)<(n+2) |
2 2 2 2 2
Dostavame, Ze ma platit’

2 2
n?<2006<(”+2) .

Z tychto dvoch nerovnosti dostavame, Zze musi platit’
n<6334<n+2.

Dve mozné hodnoty n su preto 62 a 63. Dosadenim tychto hodnét do rovnice
N1y o008

dostavame pre k hodnoty 53 a —10. Zrejme hodnota —10 nevyhovuje, a preto
rieSenim Ulohy je, Ze kniha ma 62 stran a dvakrat sme zapocitali ¢islo 53.

5. Najdite vSetky rieSenia rovnice
x+20_ [x ]+ %
X

]’

kde [ x| oznacuje hornd celu &ast x, teda také celé &islo, pre ktoré plati x <[x]< x +1.

Riesenie: Prenasobenim rovnice zo zadania vyrazom x -[ x | dostavame, Ze plati
x> [x]+96-[x]=x-[x] +96-x.
Upravenim tejto rovnice dostavame, Ze plati
(x-[x]-96)- (x=[x])=0.
Prva moznost' je, Ze x=[x|. Tato moznost' nastane len vtedy, ked je x celé &islo.

Vzhl'adom na to, Ze x sa vyskytuje v zadani v menovateli zlomku, nesmie sa rovnat’ 0.
Ak nie je x celé c¢islo, musi platit
X-[x]=96.
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Kedze x<[x]|, tak x*<96 a [x]' >96. Z poslednej nerovnosti dostavame, Ze
[x]>10, ¢o vzhradom na podmienku x* <96 vedie ktomu, Ze [x|=10. KedZe
x-[x]=96, dosadenim [ x |=10 dostavame, ze x =9,6. RieSenim Glohy je teda kazdé
nenulove celé ¢islo a ¢islo 9,6.

Komentar a bodovanie: V tomto priklade sa ukézalo, Ze je dbélezité precitat’ si
zadanie prikladu, pretoZe viaceri z vas rieili Glohu pre dolnu celi ¢ast’. Castou chybou
bolo taktiez to, ze ste zabudli na to, ze x sa nemoze rovnat’ 0.

6. Nech O je taky bod vnutri rovnobeznika ABCD, pre ktory plati
|ZAOB| +|£COD|=180°.
Dokazte, ze | ZOBC|=|20DC|.

Riesenie: Posuiime rovnobeznik ABCD o vektor AD. Bod A sa zobrazi do bodu D,
bod B do bodu C a bod O do bodu O'. Ked’Ze plati
| £COD|+|£CO'D|=|£COD| +|£BOD| =180°,
Stvoruholnik CO'DO je tetivovy, a teda je mu mozné opisat’ kruznicu. Potom plati
|~0DC|=[£00'C
a BC|OO'. Preto je BCO'O rovnobeznik. Jeho protirahlé

Plati taktieZ, ze |[BC|=|00’
uhly st zhodné, preto plati

\LOO’C :\LOBC\.
Spolu s vyssie uvedenym vysledkom tak dostavame, ze plati
\AODC\:\LOO’C :\AOBC\,

¢o sme mali dokazat.

7. UvaZzujme abecedu, ktora obsahuje len tri rdzne pismena a, b, c. Najdite pocet
takych slov obsahujlcich prave n pismen, ktoré obsahujd parny pocet pismen a.

RieSenie: Predpokladajme, Ze sa v slove nachadza 2k pismen a, kde k je nezaporné
L e . . LA . - n . L. A
celé ¢islo. Tieto pismenda mdzeme umiestnit’ na (ij miest a ostatné miesta mozeme

zaplnit 2"-2k moznostami (na kazdé z n—2k zvySnych miest m6Zzeme umiestnit

bud’ pismeno b alebo pismeno c, teda mame dve moznosti pre kazdl poziciu). Preto sa

hl'adany pocet slov rovna
k=0 \ 2K
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kde ij oznacuje dolna celu cast’ ¢isla x. Tento vzorec eSte upravime. Vyuzijeme
pritom fakt, Ze plati

L %) + (- x) :z.WfJ( n j.x%.

Ak zvolime x = % dostaneme, Ze plati

n n |n/2]
n (1.1 EEA Y . on-2
i ((“2) +(1 2” i EO(ZIJZ |

odkial’ dostavame, ze plati
[n/2] n
S ML (3" +1).
i—o \ 2K 2

Komentér: K vyjadreniu poc¢tu moznosti pomocou sumy dosla vé&¢sSina z vas. Avsak
dalej ste sa uz neunavali pocitat’. Problém pri uvedeni vysledku pomocou sumy je
v tom, Ze pre vel'mi vel'ké n by bolo potrebné spocitavat’ velké mnozstvo vyrazov.
Preto sa snazte vysledky vzdy udavat’ v takom tvare, v ktorom vystupuju len premenne
zo zadania ulohy.

8. N4jdite najmenSie prirodzené cislo Ktaké, Ze kazda K-prvkova podmnoZina
mnoziny {1,2,...,50} obsahuje dva rézne prvky a, b také, Ze a+b deli ab.

RieSenie: Nech K je hradané najmensie prirodzené cislo s vlastnostou zo zadania.
Ozna¢me S T'ubovornd K-prvkovu podmnozinu mnoziny {1,2,...,50}. Predpokladajme,

ze a,beS sitake, ze a+Db deli ab. Ozna¢me c najvacsi spolocny delitel’ ¢isel a, b.
Polozme a=ca;, b=ch,. Potom a,, b; st nestdelitelné &isla. Potom c¢-(a; +by) deli
c?a,b;, teda a, + b, deli cab,. KedZe a;, b, st nestdelitelné &isla, tak st aj &isla a,
a a, +by, b a a +b, nesudelitelné. Preto a, +b; deli c. Kedze S c{L,2,...,50}, tak
a+b<99. Preto c-(a; +b;)<99 akedZze a +b, delic, tak plati, Ze a; +b <9. Na
druhej strane vSak urcite plati a; +b; >3. Rozobranim vSetkych moznosti najdeme 23
dvojic a a b s pozadovanou vlastnostou:

a, +b =3:(6,3), (12,6), (18,9), (24,12), (30,15), (36,18), (42,21), (48,24)

a, +b =4:(12,4), (24,8), (36,12), (48,16)

a, +b; =5:(20,5), (40,10), (15,10), (30,20), (45,30)
a, +b, =6: (30,6)
a, +b, =7:(42,7), (35,14), (28,21)

a, +b; =8: (40,24)
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a, +b; =9: (45,36)

Oznaéme M ={6,12,15,18,20,21,24,35,40,42,45,48} a T ={,2,...,50}- M . Kedze
kazda dvojica z vySSie uvedenych obsahuje aspon jeden prvok M, mnozina T nema
pozadovanu vlastnost. Preto musi platit K 2\T\+1:39. Na druhej strane z vysSie

uvedenych 23 dvojic vieme vybrat' 12, ktoré su navzajom disjunktné: (6,3), (12,4),
(20,5), (42,7), (24,8), (18,9), (40,10), (35,14), (30,15), (48,16), (28,21), (45,36).
Kazda 39-prvkova podmnozina mnoziny {1, 2,...,50} musi obsahovat’ oba prvky aspon
jednej dvojice. Preto je najmenSie hl'adané ¢islo K =39.

Komentéar a bodovanie: Vo svojich rieSeniach ste ¢asto zabudali na niektoré dvojice
alebo ste mali niektoré navyse, a tak ste dostavali iné hodnoty cisla K.

9. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n>3 existuju také neparne prirodzené ¢isla
X,, Yo, ze plati 7x2 + y2 =2".

RieSenie: Pre n=3 mame X, = y, =1. Dalej predpokladajme, Ze pre dané prirodzené

¢islo n mame najdené neparne prirodzené cisla x,, y, také, ze 7xr2, + yrz, =2". Potom

plati
2 —_ 2
+
7‘(XnEYn) +(7Xn;—ynj :2.(7X§+yﬁ):2n+ll

Xo = Ynl o0 i . o TXy
Jedno z tisel " er I, Ll 5 il je urcite neparne. Potom bude nepérne aj 70 = Yal n2 y”‘,

Ty

X . o - W .
resp. % Tym sme nasli vyhovujuce Xx,.; & Yp.1, ¢im sme tvrdenie Ulohy

dokazali.

Komentar a bodovanie: Ulohu nevyriesil nikto zvés, aj ked zadanie Ulohy
poskytovalo vel'a moznosti rieSenia.

10. Nech x>1 je reélne ¢islo, ktoré nie je prirodzenym cislom. Pre ne N definujeme
a, =|x"* |- x|x" |. Dokazte, 7e postupnost’ {a, }*_, nie je periodicka.

RieSenie: Dokaz urobime sporom. Predpokladajme, ze existuje p>0 take, ze
an,p =2, pre kazdé n. Kedze \_x”j—mo pre n—oo, musi pre nejaké n platit

\_X”*pj—\_x”} 0. RieSenim rovnice Anyp =2an dostaneme, ze
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Lxln+ p+1j_ an+1j

el

teda X je racionalne ¢islo. Polozme y=xP a

by = pz_lxp‘k‘lammk =Lxm‘”pJ— xp{xmpHy”‘”J— ybmJ-

k=0

Ked'ze a,,, =a,, musi platit aj by, =b,, atak je aj y racionalne ¢islo, ktoré nie je

prirodzené. Polozme c, :\_ym+1 —~ ymj. Potom c¢.,.;=YC, =Y"c,. Potom ale c,
nemd&ze byt prirodzené ¢islo pre dostatocne verké m, ¢o je spor s predpokladom. Preto

postupnost’ {a, |, nie je periodicka.

Komentar a bodovanie: Ulohu taktiez nikto z vas nevyriesil Gplne. To, Ze x je
racionalne ¢islo, sa vam zvycajne podarilo dokazat, problémy vSak vznikali pri

dokazovani nenulovosti menovaterl'a prislusného zlomku.

11. S0 dané redlne ¢isla 0=X; < X; <...< Xy < Xan,q =1, pricom plati |x;; —X;|<h
pre 1<i<2n. Dokéazte, Zze potom plati nerovnost’

1-h &
2 i3

RieSenie: Pri rieSeni tohto prikladu
velmi pomo6ze nakreslit' si spravny
obrazok. Clen Xy - (Xpi.1 — Xoi_1)
modzeme reprezentovat ako obsah
obdiznika so stranami dizky x,
a Xpi,1 — Xpi_1. Vidime, Ze celkovy
obsah tychto obdiznikov bude blizky
polovici obsahu Stvorca so stranou 1.
Celkovy obsah vSak bude lezat’ medzi
zvyraznenymi c¢iarkovanymi ciarami.
Obsah  trojuholnikov  nad (a
samozrejme aj pod) uhloprieckou
Stvorca je menej nez (ostr4 nerovnost’
nastava kvoli ostrej nerovnosti medzi
X; v zadani)

=1

1+h
—<ZX2i '(X2i+1 - X2i—1)<—

2

X| Xp X3 X4 Xg
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To sme ale prave chceli dokazat’, pretoze z tohto dostavame, Ze plati
1 h & 1 h

§—§<§1X2i '(X2i+l _X2i—1)<§+§-

12. Dokazte, ze pre kazdu dvojicu m, k prirodzenych cisel existuje jednoznac¢neé
vyjadrenie m v tvare

()

pricom a, >a,_; >...>a, >t >1.

RieSenie: Najprv ukazeme jednoznacnost. Predpokladajme, ze m sa da vyjadrit
pomocou dvoch postupnosti a,,ay_s,...,a8 a by,b_4,...,b,. Najdime prva poziciu,
v ktorej sa tieto dve postupnosti liSia. Bez ujmy na vSeobecnosti nech je tato pozicia
k a nech plati a, >b, . Potom plati

bk bk -1 kk—k+1 bk +1
m < + oot < <m,
k k-1 1 K
€O je spor.

Existenciu dok&dzeme pomocou ,,pazravého* algoritmu: N4jdime najvacsie cislo

a - .y : : ]
a, také, ze (kkjgm a aplikujme tento isty algoritmus, pricom m ak nahradime

1
cislami m — A a k—1. Vzhradom na to, ze m< A , plati m - A < A :
k K K k-1

Preto je takto ziskana postupnost’ klesajuca, a teda algoritmus skon¢i po kone¢nom
pocte krokov. Tym sme dokézali aj existenciu hladaného vyjadrenia.

13. Nech f:R — R je taka funkcia, Ze pre vSetky x,y e R plati

£ +y2 )= (e Y F 0P = £ F(y)+ F(v)?)

Dokazte, Ze potom pre vietky x e R plati f(2006x)=2006 f (x).

Rieenie: PoloZenim x=y=0 vrovnici zo zadania dostdvame, ze f(0)=0. Ak

polozime y=0, dostavame, Ze f(xs): xf (x)z. Tento vztah je ekvivalentny so
vztahom

f(x)=x¥3f (X1/3)2.
Z tohto vyjadrenia vidime, Ze ak x<0, tak f(x)<0, resp. ak x>0, tak aj f(x)>0.

Definujme mnozinu S:
S ={a>0:f(ax)=af (x) pre vietky x e R}.
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Zrejme 1€ S. Teraz ukdzeme, Ze ak a€ S, potom aj a¥® eS. Nech x je Tubovorné
redlne cislo. Potom

axf (x)* = af (x3): f (axg): f((amx)zj — a¥3xf (amx)z,
teda plati
2 U3¢ ( V3, P

axf (x)” =a”°xf (a x) ,
odkial’ po Uprave dostdvame, Ze plati

[a]/ 3f (x)]2 = f(a%x)z.
Ked’Zze x a f(x) maja rovnaké znamienko, dostavame, Ze plati

a¥®f(x)= f(a¥3x),

teda a¥3 eS.
Teraz ukdzeme, ze ak a,be S, potomaj a+beS:

s 0= 1 (@97 + 20 )= a2 0 1227 -
_f (a3/3x1/3)f (bl/sxl/3)+ f (bj/sxl/B )2} _ (al/s +pY3 Xaz/s _a¥3pY3 423 )x’/ °f (x]/ 3 )2 -

=(a+Db)f(x).

Teraz uz l'ahko indukciou nahliadneme, Ze pre kazde prirodzené ¢islo n plati ne S,
a teda pre vietky xe R plati f(2006x)=2006 f (x).

14. Dokézte, Ze pre kazdé prirodzené &islo k >1 existuje jeho ndsobok mensi nez k*,
ktorého dekadicky zapis obsahuje maximalne Styri rézne cifry.

Riesenie: Nech n je také prirodzené &islo, pre ktoré plati 2" <k <2". Pre n<6 je
tvrdenie dlohy trivialne, preto d’alej uvazujeme len n>6. Ozna¢me S mnoZinu tych

nezapornych celych &isel mensich nez 10", ktorych dekadicky zapis obsahuje len cifry

0 al. KedZe [S|=2" >k, existuji dva prvky a, b, a>b, mnoziny S také, ze davaji

rovnaky zvySok po deleni ¢islom k. Zaroven dekadicky zapis rozdielu a —b obsahuje

len cifry 0, 1, 8 a9 a &islo a —b je delitelné &islom k. Dalej plati
a-b<a<1+10+---+10"'<10" <16"* <k*,

teda a —b je hl'adany nasobok ¢isla k.

Komentar a bodovanie: Vo vasich rieSeniach sa nasli dobré myslienky, avSak neboli

uplne dopracované do konca. Body ste ziskavali za kazdy dobry napad smerujuci
K rieSeniu.
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