54. ro¢nik matematickej olympiady
Ulohy I. kola — doméca &ast’

Kategoria A

A-1-1
Neprazdnu podmnozinu prirodzenych ¢isel nazveme malou, ked ma menej
prvkov, ako je jej najmensi prvok. Urcte pocet vSetkych malych mnozin M , ktoré su
podmnozinami mnoziny {1,2,3,...,100} a maju nasledujucu vlastnost’: ak do M pat-
ria dve rozne Cisla x a y, potom do M patri aj Cislo ‘x— y ‘
J. Foldes
A-1-2
Nech M je 'ubovolny vnutorny bod kratSieho obluka CD kruznice opisanej
Stvorcu ABCD . Ozna¢me P, R prieseCniky priamky AM postupne s iseCkami BD,
CD apodobne Q, S priesecniky priamky BM suseckami AC, DC. Dokazte, ze
priamky PS a QR st navzajom kolmé.
J. Svrcek
A-1-3
Nech k& je 'ubovolné prirodzené ¢islo. Uvazujme dvojice (a,b) celych Cisel,
pre ktoré maju kvadratické rovnice
x?—2ax+b=0, y2+2ay+b:0
realne korene (nie nutne rozne), ktor¢ mozno oznacit’ x; , resp. y; , v takom poradi,
ze plati rovnost’ x;y; —x,y, =4k.
a) Pre dané k urcte najvacSiu mozna hodnotu b zo vsetkych takych dvojic (a,b).
b) Pre £ =2004 urcte pocet vSetkych takych dvojic (a,b).
c) Pre dané & vypocitajte sucet Cisel b zo vSetkych takych dvojic (a,b), priCom kaz-
deé ¢islo b sa pripocita tol'kokrat, v kol’kych dvojiciach (a,b) vystupuje.
E. Kovac
A-1-4
Dané aritmetické postupnosti (x;)2, a (y;), maju rovnaky prvy &len
a nasledujucu vlastnost”: existuje index k (k > 1), pre ktory platia rovnosti
xl% - J’/% =353, xlg—l - yl%—l =178, x/%+1 - y1§+1 =27.
N4jdite vSetky také indexy k.
V. Balint
A-1-5
V lichobezniku ABCD, kde ABH CD, plati ‘AB‘ = 2‘CD‘ . OznaCme E stred

ramena BC. Dokézte, Ze rovnost’ AB‘ = ‘BC‘ plati prave vtedy, ked’ Stvoruholnik

AECD je doty¢nicovy.
R. Horensky



A-1-6
N4jdite vSetky funkcie f : <0,+ oo) - <O,+ oo), ktoré splnaju zaroven tri nasle-
dujace podmienky:
a) Pre 'ubovol'né nezaporne Cisla x, y také, Zze x+ y > 0, plati rovnost’

f(xf(y))f(y)=f[ ald ];

xX+Yy

b) f(1)=0;
c) f(x)>0 pre l'ubovolné x >1.
P. Calabek

Kategoria B

B-1-1
Urcte vSetky dvojice (a,b) redlnych Cisel, pre ktoré ma kazda z rovnic

2 tax+b=0, x*+Qa+D)x+2b+1=0

dva rdzne realne korene, pri¢om korene druhej rovnice st prevratenymi hodnotami
korenov prvej rovnice.
E. Kovac
B-1-2
Dany je rovnobeznik ABCD . Priamka vedend bodom D pretina use¢ku AC
vbode G, useCku BC vbode F apolpriamku 4B vbode E tak, Ze trojuholniky
BEF a CGF maju rovnaky obsah. Uréte pomer ‘AG‘ : ‘GC‘.

T. Jurik
B-1-3
Na stole lezi £ hromadok s 1,2,3,...,k kamenmi, kde k£ > 3. V kazdom kroku
si vyberieme tri 'ubovol'né hromadky na stole, zIu¢ime ich do jednej a pridame k nej

jeden kamen, ktory dovtedy na stole nebol. Dokazte, ze ak po niekol’kych krokoch
vznikne jedind hromadka, potom vysledny pocet kameniov nie je delitelny tromi.

J. Zhouf
B-1-4
Ozna¢me V' priesenik vySok a S stred kruznice opisanej trojuholniku ABC,

ktory nie je rovnostranny. Dokézte, ze ak uhol pri vrchole C ma 60°, potom os uhla
ACB je osou usecky VS'.

J. Zhouf
B-1-5
V obore redlnych ¢isel vyrieste rovnicu
x SLxJ -7
x+4 7|_xJ -5’



kde LxJ oznacuje najvicsie celé Cislo, ktoré nie je vac¢sie ako x (tzv. dolnd cela Cast’
redlneho ¢isla x).
J. Simsa
B-1-6

N b 7 4 J4 \ . 7"
Do kruznice k s polomerom r su vpisané dve kruznice k;,k, s polomerom —,

ktoré¢ sa vzdjomne dotykaji. Kruznica [/ sa zvonka dotyka kruznic £k, k,
a s kruZnicou £ ma vnutorny dotyk. Kruznica m ma vonkajsi dotyk s kruZznicami %,
a [ a vnatorny dotyk s kruznicou k. Vypocitajte polomery kruznic / a m.

L. Bocek

Kategoria C

C-1-1
Nech a,b,c,d su také realne Cisla, Ze a +d = b+ ¢. Dokazte nerovnost’
(a—b)c—-d)+(a-c)b—-d)+(d—-a)b—-c)=0.
E. Kovac
C-1-2
Zistite, pre ktoré prirodzené Cisla n>2 je mozné z mnoziny {1,2,...,n—1}
vybrat’ navzajom rdzne parne Cisla tak, aby ich sucet bol delite'ny ¢islom 7.
J. Zhouf
C-1-3
V l'ubovol'nom konvexnom $tvoruholniku ABCD oznaéme E stred strany BC
a F stred strany AD. Dokazte, ze trojuholniky AED a BFC maji rovnaky obsah
prave vtedy, ked’ st strany 4B a CD rovnobezné.
J. Simsa
C-1-4
Tri Stvormiestne Cisla k,/,m maju rovnaky tvar ABAB, t.j. ¢islica na mieste
jednotiek je rovnaka ako Cislica na mieste stoviek a cislica na mieste desiatok je rov-
naka ako Cislica na mieste tisicok. Cislo / ma Cislicu na mieste jednotiek o 2 vacsiu
a Cislicu na mieste desiatok o 1 menSiu ako ¢islo k. Cislo m je suctom cCisel k£ a /
a je delite'né deviatimi. Urcte vSetky také Cisla k.
T. Joska
C-1-5
Urcte pocet vSetkych trojic dvojmiestnych prirodzenych ¢isel a,b,c, ktorych
sucin abc mé zapis, v ktorom su vsetky Cislice rovnaké. Trojice liSiace sa len pora-
dim ¢isel povazujeme za rovnaké, t.j. zapoc¢itavame ich len raz.

J. Simsa



C-1-6
V trojuholniku ABC so stranou BC dizky 2cm je bod K stredom strany AB.

Body L a M rozdeluju stranu AC na tri zhodné usecky. Trojuholnik KLM je rov-
noramenny a pravouhly. Urcte dlzky stran AB, AC vSetkych takych trojuholnikov
ABC.

P. Leischner



