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Redakéna posta

Velmi nas mrzi, ze sme pri hodnoteni niektorych vasSich rieSeni zis-
tili, Zze ste odpisovali, a preto sme museli pristupit ku krajnému rieSeniu,
a to udeleniu 0 bodov pre oboch riesitelov. NaSa sutaz je sutazou jed-
notlivcov, a preto aj nadalej budu skupinové riesenia hodnotené rovnako.
Vo vlastnom zaujme preto riesSte priklady samostatne.

Prof. Peller nas dodato¢ne poprosil o uverejnenie vyhlasenia:

Dozvedeli sme sa, Ze riaditelia niektorych strednych Skol dostali list
S hlavickou Ekonomickej univerzity, kde Katedra matematiky FHI EU
upozornuje na nizku kvalitu vzdelavania réznych akademii a institutov pri
priprave na prijimacie skuSky na EU. Tento list je falzifikat a Katedra
matematiky FHI EU takyto list nikdy nikomu neposlala. Taktiez podpis
prof. Pellera je sfalSovany. K obsahu listu sa pre nedostatok informacii
katedra nevyjadruje.

VaSa redakcia



Gyorgy Pdlya — zaujatost’ pre sposob myslenia

Cesty rieSenia

Kolko populdrnych knih o rieSeni matematickych loh poznate? Svetoznamou,
vydanou v 17 jazykoch v néklade viac nez milion vytlackov, je publikacia Pélya, G.:
How to solve it? (Ako to rieSit'?) Autor sa snazi ukazat’ logiku objavovania, postup-
nost’ rieSenia (vymedzenie a porozumenie problému, strategickd analyza ciest rieSe-
nia, syntetickd realizacia planu, najdenie rieSenia a jeho overenie, kritické zhodnote-
nie s dosledkami a moZnostami vyuzitia). Pri hl'adani rieSeni netreba zabudnut na
podobné, zvlastne a analogické problémy, na rozlozenie do ¢iastkovych uloh. ,,Vy-
sledkom tvorivej prace matematika je dokaz a ten sa objavuje na zaklade doveryhod-
nych uvah, s pomocou pravdepodobnych domnienok... pre domyselnost a dovtip musi
byt v matematike miesto.*

Matematickym poznatkom netreba iba rozumiet
a vediet' ich vyuzivat, matematiku je potrebné aj dobre
vyuc€ovat’. Oba tieto ciele vedel naplnit’ americky matema-
tik mad’arského pévodu a vysokoskolsky profesor Gyorgy
Polya (1887-1985). Uvedomil si principy aktivneho S$ta-
dia: ,,Radost’ z objavu je najlepsim podnetom pre dalSiu
pracu. NajlepsSia cesta ako sa nieco naucit, je objavit to.
Dokazal, Ze pri Stidiu matematiky mozno tieto zasady
vhodne uplatnit. Spoznal, ze matematika je vtedy zauji-
mava, ked’ Zivi naSu vynachadzavost’ a zdatnost’ usudzo-
vania. VyZadoval nezévislost myslenia, tvorivy rozum,
origindlnost, vynaliezavost. Hovorieval: ,,Ucenie sa zaci-
na cinnostou a konanim, postupuje k slovam a predstavam
a malo by sa koncit Ziadanymi algoritmami rozumového uvazovania. ““ Ucitelom ma-
tematiky odkazal: , Ucte Ziakov rozmyslat.“ Studentom naznaéil a mnohych aj pre-
svedcil: ,,Krdsa matematiky je v nachdadzani pravdy bez tazkosti.

Zo zZivota G. Pélyu

Narodil sa v Budapesti 13. decembra 1887. Uz po skonceni strednej Skoly,
v ktorej Casto obsadzoval popredné umiestnenia v matematickych sutaziach nada-
nych Studentov, sa rozhodol pre profesiu matematika. ,,Nepokladal som sa za dost
dobrého pre fyziku a bol som prilis dobry pre filozofiu: Matematika bola uprostred.*
Univerzitné Studia dokoncil v Budapesti (1912). Poc¢as vysokosSkolského Studia i po
nom (1912 — 1914) bol urcity ¢as na Studijnych pobytoch na univerzitach v Parizi,
Viedni 1 v Gottingene. Zoznamil sa s vyznamnymi matematikmi a spoznal moderné
smery v matematike. Viac ako 25 rokov poOsobil v Polytechnickej Skole v Ziirichu
(1914 — 1940), kde sa stal vysokoskolskym profesorom (1928). Usporaduval pred-
naSky a kurzy na roznych univerzitaich v Eurdpe i1 v Amerike. V roku 1940 odiSiel
natrvalo do USA. Tam po6sobil na Stanfordskej univerzite v Kalifornii az do odchodu
na penziu (1953). Este ako 90-rocny aktivne pracoval so Studentmi. AZ do posled-
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nych dni mal vSestranné zaujmy, vrodent culost’ povahy, sympaticku laskavost
k "'ud'om. Zomrel 7. septembra 1985 v Stanforde.

Veda i vyucovanie

Vedeckym zaujmom G. Poélyu boli roézne oblasti teoretickej a aplikovane;j
matematiky. Rozvinul kombinatorickli analyzu, dosiahol uspes$né vysledky vo
funkciondlnej analyze, matematickej Statistike 1 v tedrii ¢isel. Ovplyvnil postavenie
matematickej fyziky. Teoreticko-pravdepodobnostnymi vysledkami a pracami
z oblasti nerovnosti prispel k novym aplikdciam mnohych matematickych disciplin.
Za vysledky svojich matematickych prac (napisal viac nez 230 pojednani) sa stal
Clenom americkej akadémie vied v Bostone a Narodnej akadémie vo Washingtone.
Bol zahraniénym c¢lenom akadémii v Mad’arsku avo Franctizsku. Z viacerych
vedeckych oceneni spomeiime asponi cenu ,,Za mimoriadne zasluhy v matematike*
(1963) Americkej matematickej spolo¢nosti.

Ovplyvnil mnohych svojich Studentov a trvalo ich priputal k Stadiu matematiky
alebo jej vyu€ovaniu. Ucitelom vzdy zdoraznoval: ,,Nechajte svojich Studentov kldst
otazky alebo sa pytajte tak, ako sa oni mozu pytat. Nechajte svojich Studentov
odpovedat’ alebo davajte odpovede, ktoré oni mozu davat. Vyhybajte sa odpovediam
na otdzky, na ktoré sa nik nepytal, ani vy sam... Vyucovanie ma ziaka pripravit pre
objavy alebo vo vicsej miere dat niektoré predstavy o objavoch. Mnohé
pedagogicko-didaktické¢ prace G. Polyu st ukazkami objavnych postupov pri
matematickom $tadiu. Cloveku, ktory chce matematickému poznaniu venovat ¢as
a pracu, sa dd pomoct. Mozno stati, ak uveri, ze ovladat matematiku znamena
tvorivo rieSit’ Ulohy, robit’ vlastné matematické objavy. ,,Velky objav riesi velky
problém, ale zrnko objavu je v kazdom probléme.” Polyove heuristické metody su
dodnes ukazkou moZnosti, ktor¢ treba pri vyuCovani matematiky nasledovat
a rozvijat’. ,, Studium umenia riesit tilohy je vychovou véle.*

Sposob myslenia

Gyorgy Polya zvyraziioval rozvijanie hodnotiaceho myslenia, zov§eobecniovanie
a Cinnost’ s vierohodnymi uvahami. U¢il organizovat myslenie v postupnosti
zmysluplnych krokov na ziklade vlastnej myslienkovej aktivity pri odhaleniach
metdod a s primeranym vnutornym zaujmom hna vyrieSeni problémov. Vedel
vyhladavat’ inSpiraciu vo vonkajSom svete, bol pristupny redlnym aplikaciam. Ako
matematik je znamy hlavne pre svoje pedagogické dielo a didakticko-matematické
nazory. Vedel jasne ahutne formulovat svoje mySlienky o heuristike
a doveryhodnom uvazovani. Odhalil podstatné vztahy medzi pozorovanim,
hypotézami aich overenim. Ddveryhodnost chapal ako druh kvalitativnej
pravdepodobnosti. Vynikal intelektudlnym zipalom pre matematickii kultaru,
v ktorej vysoko ocenioval kazdé samostatné a tvorivé myslenie. Matematika bola pre
neho jazykom, intelektudlnym cvicenim 1 vedou. Didaktika matematiky musi hl'adat’
odpovede na otazku o a ako vyucovat, aké problémové tlohy riesit’.



Nie kazdy uznavany matematik bol aj obl'ibenym ucitelom alebo uznavanym
didaktikom. Gyorgy Polya patril k tym ufencom, ktori U¢innou metodolégiou
ziskavali  jednoduchymi prostriedkami nielen UZasné odborné¢ vysledky
v matematickych disciplinach, ale aj pri Sireni kultiry matematického spdsobu
myslenia v Skolach. ,,Matematika je veda, ktora dava najlepsiu prileZitost’ pozorovat
proces myslenia  a ma tu prednost, Ze pri jej pestovani nadobudame cvik v metode
rozumového uvazovania, ktorui potom mozeme pouzivat pri Studiu ktoréhokolvek

predmetu. “
Dusan Jedinak

PoLYNOMY II.

3. Viétove vzt’ahy

Nech x;,x, st korene polynomu P(x)=ax” +bx+c druhého stupiia. Potom
P(x) mozeme zapisat’ v tvare
P(x) = alx —x Jx—x,).
Roznasobenim a porovnanim koeficientov pri zodpovedajucich si mocninach
dostavame

xl +x2 :—;,
C

xl.xZ =—.
a
3

Podobne dostdvame pre polyndém P(x): ax® +bx? +ex+d tretieho stupnia a jeho

korene xi,x,,x; nasledujuce vztahy:

b
xl +X2 +X3 =—,
a
C
xl.xZ + xZX3 +x3x1 =—,
a
d
x1X2x3 =——.
a

UvaZzujme polyném

"y tax+a,

_ n
P(x)=a,x" +a, x
pricom a,a,,...,a, su redlne ¢isla a a, #0. Nech x,x,,...,x, si jeho (vo

vS§eobecnosti komplexné) korene. Potom platia nasledujuce vztahy:

b Xyt == o]
X+ Xy +... X, = ,
an

_ 4y

XXy + X1 X3 4. XX, F X X5+ A XX, X, X, = =



a,_3

XIX2X3 + xleX4 +...+ xlexn +...+ xn_zxn_lxn - - u
n

_ n-1 4
XjXg oo Xy g X Xg oo Xy 90X, oo F Xp X3 X, —(—1) —,

ay

XXy ... X, :(—1)"a—0,

a,

pricom vV k-tej rovnici sCitavame cez vSetky k-tice premennych x;,x,,...,x,.

Nazyvame ich Vietovymi vztahmi.

Priklad 3.1. Ak su koeficienty a,b,c,d polynému P(x)= ax® +bx? +ex+d také
celé Cisla, ze ad je neparne a bc parne, tak aspon jeden koreni tohto polynému nie je
racionalny. Dokézte.

RieSenie: Predpokladajme, ze vSetky korene x;,x,,x; daného polynomu su
racionalne &isla. Cisla y, =ax; sa potom racionilne korene polynému
y3 +by2 +acy + a’d. Kazdy raciondlny koren polyndmu s celo¢iselnymi
koeficientmi, kde koeficient pri najvysSej mocnine je 1, je celé Cislo. Preto ¢isla y; st
celé a kazdé z nich deli absolutny Clen a’d , €0 je neparne Cislo. Odtial’ vyplyva, ze
Cisla y; st neparne, takze aj Cisla
yi+y,+y3=-b,
VVa T Y2¥3 + 3y =ac

su neparne. Teda aj abc je neparne Cislo, €o je v spore s predpokladom, Ze bc je parne
¢islo. [

Priklad 3.2. Pre korene polynomu x> +ax +b plati, Ze ich siéet je a+b a sagin ab.
Najdite koeficienty a,b.

RieSenie: Ozname si korene tohto polynému x;,x,. Potom zo zadania mame
X, +x, =a+b, x;x, =ab. Na ziklade Viétovych vztahov plati aj x; +x, =—a,
X;X, =b. Preto musi platit a+b=—-a a ab=>b. RieSenim tejto siistavy dostdvame
bud a=b6=0aleboa=1ab=-2.L

Priklad 3.3. Ak mé& polynom P(x) = x>+ px+q, kde p,geR, g#0, tri realne
korene, potom plati p < 0. Dokazte.

Riesenie: Z Victovych vzt'ahov mame
2 2 2 2 ) 2 2
0 :(xl + X, +x3) =X +x5 +x3 +2(x1x2 + X5 X3 +x3x1)—x1 +x5 +x3 +2p.
Potom

p=— i a3 +x3)
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Kedze g # 0, je x;x,x3 #0, ateda x12 +x§ +)c32 > 0. Preto p<0. L[]

Priklad 3.4. Rieste sustavu troch rovnic s troma nezndmymi :
at+b+c=2,

a’ +b% +c? =26,
30,3 3
a’ +b” +c¢” =38.

Riesenie: Prva rovnica ndm napoveda, Ze rieSenia tejto ststavy mdzu mat’ nieco
spolo¢né s korenmi nejakej kubickej rovnice. Skisme zistit, comu sa rovna
ab +bc+ca a abc. Plati

2(ab +bc + ca) = (a+b+c)2 —(az +b? +c7‘),
Qdkial’ mame ab +bc +ca =-11.
Dalej plati
a+b+c’ —(a+b+c)(a2 +b* +¢? —ab—bc—ca): 3abc,
odkial mame abc =—12.
Z toho dostavame, ze hl'adané a,b,c su korenmi kubickej rovnice

X =2x*—11x+12=0.
Na zaklade vety 5 zistime, ze tato rovnica ma tri redlne korene x; =1, x, =-3,
x3 =4. NaSa ststava ma preto Sest réznych rieSeni (a;b;c), pricom plati
{a;b;ch={1;-3;:4}. O

Priklad 3.5. Dokazte, Ze ak sa sucet niektorych dvoch korenov polynéomu
P(x) =x* + ax® + bx? + cx + d rovna suctu zvy$nych dvoch, potom plati
a’ —4ab+8¢=0.

RieSenie: OznaCme si korene polynomu P ako x,x,,x;,x, apredpokladajme, Ze
plati x; +x, = x; +x,. Ked’ze plati
P(x) = (x = xp Jor = Jor = x5 Jor = x4),
roznasobenim prvych a druhych dvoch zéatvoriek dostavame, Ze plati
P(x)z(x2 + px+q x? +px+r),

kde
p=—(xn+x)=~(x;+x,),
q=X1X2,
F=X3Xy.

Roznasobenim dostavame, ze

P(x)=x"*+2px° +(p2 +q+r)x2 +plg+r)x+qr.
Porovnanim koeficientov pri zodpovedajucich si mocninach vo vysSie uvedenych
dvoch zapisoch polynomu P dostavame Styri rovnosti:
a=2p,

b=p’+q+r,
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c=plg+r),
d=qr.
Potom pre hodnotu vyrazu a> —4ab + 8¢ dostavame
a® —4ab +8¢ :(2p)2 —4.2p.(p2 +q+r)+8p(q+r): 0,
¢o sme chceli dokézat’. [

Priklad 3.6. Najdite vSetky reélne ¢isla a, b, pre ktoré maju rovnice
x>+ ax? +18=0,
X +bx+12=0
v obore komplexnych ¢isel prave dve spolo¢né rieSenia a urcte ich.

RieSenie: OznaCme si xj,Xx,,X; rieSenia prvej rovnice a Xxj,X,,x, rieSenia druhej
rovnice. RieSenia tychto rovnic su korene polynomov uvedenych na lavych stranach
zadanych rovnic. Z Vietovych vzt'ahov pre ne dostavame, Ze plati

(1) —a=x+x,+x; 4) O=x;+x,+x4

Z rovnic (1) a (4) dostavame
(7) —a=x3—x4.
Z rovnic (3) a (6) dostavame
(8) 3x4 =2x5.
Z rovnic (7) a (8) dostavame, ze plati
X; =-3a,
X, =—2a.
Upravou rovnice (2) dostavame
XXy = =x3(x) +2,) = —x3 - (= x4) = ;334 = 60,
teda
9) XXy = 6a*
Dosadenim (9) do (3) dostavame
~18=6a”-(-3a)=-184,
odkial
a=1.
Tato rovnica ma jediné realne rieSenie a =1. Potom
XXy =6, x3=-3, x4, =-2.
Z (4) mame
X +X, ==x4 =2a=2,
teda
X +x, =2.
Dosadenim do (5) dostdvame
b=xx, +x4(x; +x,)=2.
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Mame teda riesit’ sustavu
X +x*+18=0,
X 4+2x+12=0.
Prva rovnica ma celociselné rieSenie x =—3 a druhd x =-2. Vydelenim prislu§nych
polynémov na lavych stranach korenovymi Cinitelmi x+3, resp. x+2 dostdvame,
ze plati
X +x? +18:(x+3)(x2 —2x+6),
¥+ 2x+12= (x+2)(x* - 2x+6).
Korene polynému x> =2x+6 su X =1+i/5 a X, =1—-1+/5 . RieSenim je teda a=1 a

b =2 a prislu§né spolo¢né korene st x; =1 +i/5 a X, =1 —i/5. 0

Martin Hrinak

Ekonomicka univerzita a matematika
(na naSe otazky odpoveda prof. RNDr. Ing. FrantiSek Peller, PhD.,
veduci Katedry matematiky FHI EU)

Ked’Ze naSimi CitateI'mi st Ziaci so zaujmom o matematiku aich ucitelia,
poprosili sme o kratky rozhovor o moznostiach uplatnenia takychto Studentov
v ekono-mii profesora Pellera, ktory vedie Katedru matematiky FHI EU v Bratislave.

Pan profesor, ako podla vas suvisi Studium ekonomie a jej neskorsie
uplatnenie s matematikou?

Matematika Coraz viac prenikd do ekonomickych disciplin. Sved¢ia o tom
1 vysledky tych najuznavanejSich ekonomickych kapacit. Zretel'ne je to vidiet na
vybere nositelov tzv. Nobelovej ceny za ekondémiu. Su to bud’ ekonémovia, ktori
aplikuji  matematiku, alebo matematici, ktori sa zaoberaji ekonomickou
problematikou. Seridozne ekonomické knihy (napr. Samuelson) obsahuju
kvantifikaciu ekonomickych vztahov, teda aplikuji matematiku.

Aké moznosti sa otvaraju na ekonomickej univerzite pre Studentov s hlbsim
zdaujmom o matematiku?
Ekonomicka univerzita ma 6 fakult ana vSetkych sa matematika vyuZziva
a vyuCuje vdvoch zikladnych kurzoch. Na fakulte hospodarskej informatiky je
Specializované Stadium kvantitativnych metod v ekondémii a podnikani v rdmci
Studijnych programov:
- aplikovana Statistika,
- aktuarstvo (poistna matematika),
- operacny vyskum a ekonometria.
V ramci tychto odborov je rozSirena vyucba matematiky a moZznost’ uplatnenia ma-
tematického talentu. Tito Studenti ziskaju aj aplikaéné schopnosti, preto ich napriklad
aj v zahrani¢i beru ,,vSetkymi desiatimi®.



Ako sa najlepsie pripravit' na prijimacie skusky z matematiky a kde mozZno
ziskat podrobnejsie informdcie, pripadne pomoc?

Predovsetkym si treba dobre zopakovat® u¢ivo z matematiky, ktora je na nasich
strednych Skolach na velmi dobrej turovni. O rozsahu a naro¢nosti Uloh na
prijimacich skiSkach podrobne informuje knizka ,,Matematika — krok za krokom na
Ekonomicku univerzitu“. Je to zbierka rieSenych i nerieSenych tloh a mozno ju
dostat’ priamo u nas na Dolnozemskej ceste v Bratislave. Pre zdujemcov prebiehaju i
pripravné kurzy, o ktorych sa dd informovat’ na naSej internetovej stranke alebo
priamo na katedre matematiky.

Dakujem za rozhovor a cenné informdcie pre nasich citatelov.

(S prof. Pellerom sa zhovaral Milan Maxian)

RieSenia sut’aznych uloh 2. série

1. V triede je 33 Ziakov. Sucet ich vekov je 430 rokov. Dokazte, ze v triede existuje
20 ziakov, ktorych sucet vekov je viac ako 260 rokov.

RieSenie: Zorad'me si ziakov od najmladSieho po najstarSieho. Uvazujme skupinu 20
najstarSich ziakov. Predpokladajme, Ze sucet ich vekov je maximalne 260 rokov.
Potom najmladsi z nich ma maximalne 13 rokov (ak by mal viac ako 13 rokov, tak aj
ostatni budu mat’ vek vacsi ako 13 rokov, a teda sucet ich vekov by bol viac ako 260).
Preto zvy$nych 13 Ziakov musi mat’ vek maximdlne 13 rokov. Potom ale sticet vekov
vSetkych Ziakov v triede je maximalne 260+13.13 =429 rokov, Co je spor so

zadanim ulohy. Preto v triede musi existovat’ 20 Ziakov, ktorych sucet vekov je viac
ako 260 rokov.

Komentar a bodovanie: Castou chybou vo vaSich rieSeniach bolo to, Ze ste
uvazovali, ze ziaci moézu mat len celoCiselny vek alebo, ze ziaci maji v triede
priblizne rovnaky pocet rokov. Tieto predpoklady nie st spomenuté v zadani, preto
ich nemdZete vyuzivat. Stracali ste za ne 1 aZ 2 body. DalSou chybou bolo, Ze ste
povedali, ze vSetci ziaci maja priemerny vek, a preto tvrdenie plati. Za takéto rieSenia
ste mohli ziskat’ maximdlne 2 body, pretoZe v triede nemusi mat’ nikto priemerny
vek.

2. Zistite, ¢i sa d4 obdiznik s rozmermi 5x 8 bezo zvysku rozdelit’ na niekol’ko Gasti
tvaru ,,L“:

RieSenie: Jedno z moznych rieSeni je na obrazku:




3. V trojuholniku ABC bod D deli stranu BC v pomere ‘BD‘ : ‘BC ‘ =1:3 abod
O Gsecku AD v pomere ‘AO‘ :‘OD‘ =5:2. V akom pomere deli priamka BO usec-
ku AC?

RieSenie: V rieseni vyuZijeme to, ze ak dva trojuholniky maja rovnaku vysku na jed-
nu stranu, tak potom sa pomer dlzok zodpovedajucich si strdn, na ktoré tato vysku
uvazujeme, rovnd pomeru obsahov tychto dvoch
trojuholnikov. Oznaéme prienik priamky BO C
ausecky AC ako E. Kedze plati |BD|:|BC|=1:3,
tak plati |BD|:|CD|=1:2. Potom pre pomer obsahov
trojuholnikov BDE a CDE plati
SacpE =2 SaBDE - E

Kedze ‘AOHOD‘ =5:2, tak pre pomer obsahov D
trojuholnikov ABO a BDO, resp. AOE a DOE plati 0

Sasapo Sagpo =95:2,

SAAOE:SADOEZS:2‘ A B

Potom pre pomer obsahov trojuholnikov ABE a BDE plati

5. 5.
Saage  Saago TSai0E 2 Saspo 5 Saope _

5
Saspe Saspo +SaopE Saspo +SaopE 2
Nakoniec dostavame, Ze plati

5
SauBe SAuBE _ SauBE _ E'SABDE _5

Sapce  Saspe T Sacpe Saspr +2-Sappe 3-Sappe 0
Ked’Zze pomer obsahov trojuholnikov 4BE a BCE je 5:6, aj pomer ‘AEHCE‘ sa
rovna 5:6.

Komentar a bodovanie: Celkovo ste nasli Styri principidlne odlisné rieSenia. Jedno
vyuzivalo podobnost, druhé¢ Ceévovu vetu, tretie vlastnosti taZiska a Stvrté vztahy
medzi obsahmi trojuholnikov. Vyskytli sa aj konStrukéné rieSenia, kde ste rysovali
nejaké konkrétne pripady trojuholnika ABC. Avsak ak aj vyjde pravdivost’ tvrdenia
hoc aj pre 10 roznych mozZnosti, stale to neznamena, Ze tvrdenie plati vSeobecne
(nehladiac na nepresnost’ rysovania...). Za takéto rieSenia ste mohli ziskat’ maximalne
2 body podla podtu prebranych trojuholnikov a prislusnych uvah. Castou chybou
v rieSeniach bolo to, Ze ak ste mali uvedené, Zze useCky sa delia v pomere
‘BD‘ : ‘BC ‘ =1:3 a ‘AO‘ : ‘OD‘ =5:2, tak dizky prislugnych usegiek ste uvazovali 1, 3,
2 a5, Co nie je spravne, pretoze my nepozname ich vzijomny vzt'ah — rovnako tie
usecky mohli mat’ aj velkosti 1, 3, 4, 10.

4. Do nasledujucej rovnice vloZte zatvorky tak, aby ste dostali pravdivy vyrok:
1-2-3+4+5-6-7+8-9+10=2005.

RieSenie: Riesenim je napriklad (1-2)-3+(4+5-6-7+8)-9+10 = 2005.
9



Komentar a bodovanie: KedZe v zadani ulohy sme od vas neziadali, aby ste naSli
vSetky rieSenia, stacilo ndjst’ toto jedno. AvSak bolo potrebné aj ukazat, ze toto
rieSenie vyhovuje, teda vypoc€itat hodnotu vyrazu na lavej strane. Ak ste tak
neurobili, mohli ste stratit’ 2 body.

5. Rieste rovnicu ‘x - 1‘ + ‘ y‘ =2 v redlnych cislach.

RieSenie: Ked’ze ide o rovnicu s absolitnou hodnotou, najprv ju odstranime a potom
rovnicu vyrieSime. Rozoberieme Styri pripady:

a) x>1, y>0. Rovnicu mdéZeme upravit’' na tvar y =—x+3. Aby platila podmienka
x>1, y >0, dostavame, Ze x < 1,3>.

b) x <1, y>0. Rovnicu mdéZeme upravit’ na tvar y = x+1. Aby platila podmienka
x <1, y >0, dostavame, ze x € <— 1,1).

c) x>1, y<0. Rovnicu méZeme upravit’ na tvar y = x—3. Aby platila podmienka
x>1, y<0, dostavame, ze x € <1,3).

d) x <1, y <0. Rovnicu mdéZeme upravit’ na tvar y =—x—1. Aby platila podmienka
x <1, y<0, dostavame, Ze x € (— 1,1).

Ak si nakreslime graf tejto rovnice, zistime, Ze je to Stvorec (jeho strany) s vrcholmi
v bodoch [-1,0], [1,2], [3,0] a [1,-2].

Komentar a bodovanie: Casté boli problémy s odstraiiovanim absolitnej hodnoty...
Niektori z vas prehlasili, ze tato uloha ma 4 rieSenia. To vSak nie je pravda, lebo
uloha ma nekonec¢ne vela rieSeni.

6. Nech a, b, ¢ s stranami trojuholnika. Dokazte, Ze plati nerovnost’

a b c -

b+c—a c+a-b a+b-c

RieSenie: Od¢itanim 3 od oboch stran nerovnosti a upravou na spolo¢ného
menovatel'a dostavame, ze plati

a b c

+ + -3=

b+c—a c+a-b a+b-c
2 2 2
4|(a+b—c)(a—b) +(c+a-b)c—af +(b+c—a)b-c) |20,
(b+c—a)c+a-bNa+b-c)
pretoZe z trojuholnikovej nerovnosti vyplyva, ze a+b—c, b+c—a a c+a—-b su

kladné¢ ¢isla. Zaroven vidime, Ze rovnost’ nastava len ak a=b=c, teda ked je
trojuholnik rovnostranny.

Komentar a bodovanie: Body ste stracali hlavne za to, Ze ste robili rozne Upravy
nerovnosti bez toho, aby ste sa zmienili o tom, ¢i st ekvivalentné alebo nie. Niektori
zase zabudli na to, Ze pri dokaze sa ma vychadzat’ zo znamych tvrdeni a na ich zakla-
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de treba dokéazat’ dokazované tvrdenie a nie naopak. Naslo sa aj niekol’ko rieSeni, kto-
ré dokazovali resp. vyvracali nerovnost’ na konkrétnych prikladoch. Za tieto rieSenia
ste samozrejme vela bodov ziskat’ nemohli, pretoze tvrdenie plati, a teda sa neda
konkrétnym prikladom vyvratit, a samozrejme ani dokazat'.

7. Do nasledujucej rovnice vloZte zatvorky tak, aby ste dostali pravdivy vyrok:
1-2-3+4+5-6-7+8-9+10=2005.

RieSenie, komentar a bodovanie: Pozri priklad 4.

8. N4jdite aspon jeden polyndm s raciondlnymi koeficientmi s c¢o najmenS$im
stupiiom, ktorého koretiom je Cislo V2 -33.

Riesenie: Nech x—+/2 +3/3=0, teda +/2 -3/3 je koretiom polynéomu

Pl(x):x—\/i+%/§.

Upravou dostdvame, Ze (x ~2 )3 = —(% )3 Roznasobenim a preskupenim c¢lenov
dostavame
¥+ 6x+3=3x7 + 22
Umocnenim tejto rovnice na druhu dostavame, Ze
x% —6x* +6x° +12x2 +36x+1=0,
a teda hl'adany polynom je
P(x)=x® —6x" + 6x° +12x* +36x +1.
Uz len treba dokazat, Ze ma minimalny stupeni, teda Ze Ziaden polynom
s racionadlnymi koeficientmi maximalne piateho stupiia nemda koreni V2 -33.
DokaZeme to sporom. Predpokladajme, Ze taky polyndém existuje. Potom sa d4 bez
ujmy na vieobecnosti zapisat’ v tvare Q(x)= X agxt + a3x3 +a, X Fax+ a,, kde
a,,a3,a,,4a;,a € Q. Kedze jeho korefiom je Cislo J2-33 , plati
o2-33)=(2-35) +...+a(V2-33)+ a4, =0.
Roznasobenim dostdvame rovnicu
0 :ﬁfﬁ(a4,a3,a2,al,ao)+%ﬁﬁ(a4,a3,a2,al,ao)+%ﬁ@(a4,a3,a2,al,a0)+
+\/§?{/§fﬁ%(a4,a3,a2,al,a0)+\/E%fﬁ%@(a4,a3,a2,al,ao)+fl(a4,a3,a2,a1,ao),
pricom fﬁ,f%,f%,fﬁv,fﬁ%ﬁ,fl su linearne funkcie premennych a4,a5,4a,,a,,
a, sracionalnymi koeficientmi, teda nadobudaju len raciondlne hodnoty. Aby uve-

dena rovnost’ platila, musia sa vetky koeficienty f 5, fi3, fy9./ 333/ 3395 /1 TOV-

nat’ 0. Dostavame tak sustavu 6 linearnych rovnic s piatimi neznamymi, ktord nema
nenulové raciondlne rieSenie. To je v spore s predpokladom, ze takéto koeficienty
existuju. Preto je nami najdeny polynom Siesteho stupiia h'adanym polynémom (az
na nasobenie nenulovou konstantou).
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Komentar a bodovanie: Vzhl'adom na to, Ze hlavnou Cast'ou tlohy bolo najst’ tento
polyném, za korektny dokaz minimality jeho stupiia ste mohli ziskat’ 1 bod. Ak ste vo
svojich rieSeniach dospeli k vel'mi dlhym a neprehladnym vyrazom a povedali ste
len, Ze ich roznasobenim dostanete to, ¢o ste chceli, stracali ste 1 bod.

9. Dokazte, Ze existuje nekonecne vela Stvoric prirodzenych ¢isel x, y, z, u takych, ze
(x y z u
x<y<z<u aplati + + = :
2 2 2 2

RieSenie: Zvolme si x=2, y=n>2, z= +laz=

”("2_ ), n(nz— ) + 2. Potrebujeme

X z u
ukazat, Ze plati x<y<z<wu a (2j+(;j+(2]=(2j. Zregme x<y a z<u.

Ukazeme, ze aj y<z. Kedze n>2, tak §>1 a n—1>0. Potom ”(”T_l)>n—1.

Pri¢itanim 1 k obom strandm tejto nerovnosti dostdvame pozadované y<z.

Skiimajme teraz hodnotu @ ; @ j ; @ :
(;j {;) +@ _ @ +(121J+£%n(n;1)+ 1j . n(nz—l) N (L n(n —1)+21)(§n(n -1))

_ (%n(n—1)+1)-2 N (%n(n—l)+1X%n(n—l)) (%n(n—1)+1x%n(n—l)+ 2)

2 2 2

_(%n(n;l)jL 2] :[j

Ak teraz budeme za n volit’ prirodzené Cisla vacSie ako 2, dostaneme vzdy inu
Stvoricu (budu sa 1iSit minimalne napriklad v hodnote y), ateda dostavame
nekonecne vela rieSeni danej rovnice.

Komentar a bodovanie: Niektori z vas zabudli overit, ¢i su dané Stvorice rozne,
resp. €1 uvedené Cisla spliiaji nerovnost’ zo zadania. Za takéto chyby ste stracali 1 az
2 body.

10. Rieste rovnicu §/x +1+8x-1= 8\/5

Rieenie: Ked'ze funkcia y=%/x+1 aj funkcia y =8/x—1 st rastace funkcie, aj ich

sudet f(x)=%x+1+%/x—1 je rastiica funkcia. To znamen4, 7e kazda hodnotu z ich

oboru hodndt nadobuda prave raz. To znamend, ze rovnica v zadani ma maximalne
jedno rieSenie. KedZze f (1) =%/2, tak tymto jedinym rieSenim je x =1.
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11. Dokazte, ze plati cos - — (:052—7Z — cos4—7[ +cos = 1 :
9 9 9 3 2

R : y , /A
RieSenie: Vieme, Ze plati cosg = 5 Potom
/4
1-2cos—=0.
3
, , F s T ,
Vyndsobenim nenulovym c¢islom cosg dostavame

(1 — 2c0s£jcosz =0.
3 9

Upravenim tejto rovnosti dostavame
/4 T T
cos——2cos—cos— =0.
9 3 9

Vieme, ze plati

+ —
cosx+cosy:2cosx2ycosx2y.

4 2
Ak zvolime x = 77[ ay= 77[, dostaneme

4 27 RY/4 T
COS— + COS— = 2CO0S—COS—.
9 9 9 9

Dosadenim do predchadzajicej rovnice dostdvame

T 4 2
cos——cos——cos— = 0.
9 9

v . : : T 1 , . , .
S¢itanim tejto rovnice a rovnice cosg = E dostavame pozadované tvrdenie.

Komentar a bodovanie: Za opa¢ny smer dokazu ste stracali 2 body.

12. Nech n > 1 je prirodzené ¢islo. Dokézte, ze plati nasledujliica nerovnost’
1

n(”\/n+1—l)<1+%+...+l<n—(n—l)n_”‘l.
n

RieSenie: Z AG nerovnosti pre ¢isla 1+1, 1+5’ cees 1+l dostavame, ze
n
1 1 1 1 1
n+l+ 4.+ (1+1)+(1+j+---+(1+) 2434 4t
2 n _ 2 nj_ 2 n
n n n

>



y 3 . : .
Kedze n>1a2# 5 nastava v tejto nerovnosti ostrd nerovnost’. Preto

1+%+...+l>n(M—l),

n
¢o sme chceli dokazat’. Zvol'me si teraz n = 2. Potom
1
123, 2-(2-1)2 2+ =§,
2 2 2

a teda druha nerovnost’ neplati. AvSak neostri nerovnost’ dokazat’ vieme.

Uvazujme AG nerovnost pre n—1 &isel 1—%, oo l—l:
n
n—(1+1+...+1j (1—1)+(1—1j+...+(1—1) 1. 2 n-d
2 n)_ 2 n)_2 3 n_
n—1 n-1 n-1 B

1
Zn_\l/l'g'...n_lzn_\l/I:n_n_la
23 n n

1+l+...+lSn—(n—1)n n=l
n

odkial’ dostavame

Komentar a bodovanie: To, Ze druha nerovnost’ neplati pre n =2 si v§imol len
jeden riesitel’. Ostatni ste za tento pripad stracali 1 bod. Vyskytlo sa aj rieSenie, ktoré
vyuzivalo grafy troch funkcii, medzi ktorymi sme dokazovali nerovnosti. Ak vSak
chcete za takéto rieSenie body ziskat’, je potrebné aj odhadnut’ chybu, ktori pocita¢
robi. Ak mate tr1 body vel'mi blizko seba, tazko sa vam ,,0d oka“ porovnavaji —
napriklad v pripade n =2 toto pocitaCové rieSenie neukézalo, Ze by tvrdenie platit’
nemalo...

13. Nech fje polynom. Ak je f (x”) delite'ny polyndmom x —1, potom je delitelny aj

polynomom x" —1. Dokazte.

RieSenie: Kedze je f (x”) delitelny polynomom x—1, je 1 jeho korefiom, a teda
plati f(1)=0. To ale znamena, ze x—1 deli f(x). Dosadenim x" miesto x

dostavame, ze x" —1 deli [ (x” ), ¢o sme chceeli dokazat’.

Komentar a bodovanie: Niektoré rieSenia pozostavali z toho, Ze ste si zapisali poly-

nom f vo vSeobecnom tvare a delili ste ho polynémom x" —1. Vzhl'adom na to, Ze
vysledok delenia nie je trividlny, bolo treba aj trochu popisat’ toto delenie.
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14. Dokazte, Ze nevyhnutnou a postacujicou podmienkou na to, aby bol polyném

k+1

f (x)zaox"+...+an delitelny polyndémom (x—l) , Jje splnenie tychto

podmienok:
ay+a+ a,+...+ a,=0,
a+2a,+...+ na, =0,

2

a+4a,+...+ n“a, =0,
1 2 n

k

a1+2ka2 +...+na, =0.

RieSenie: Polynom f'je deliteI'ny (x - 1)k+1 prave vtedy, ked’
fM=ay+...+a,=0
a (x—l)k je koreiom derivacie f. Pritom pri splneni podmienky f (1): 0 je
nevyhnutné a dostacujlce, aby polynom
£ix)=nf (x)=xf"(x)
bol delitelny (x—l)k. Na zaklade tohto pomocného tvrdenia dostavame z rovnice
f(1)=0 prva rovnicu, ktora mame dokazat (a zarovei dostivame pravdivost
obrateného tvrdenia pre k£ =1). Ozna¢me

folx)=/(x)
Sr ()= fy (x) = 2 (x).

Potom z podmienky fl(l) =0 dostaneme druht rovnicu zo zadania. Predpokladajme,

a

ze uZ mame dokdzané vSetky rovnice az po m-tl, m < k . Znamena to, ze
f(x)=ax" " 42" a X" + ...+ n"a,.
Dalej plati
S (x)= 1f, ()= 2, (x).
Potom
fo(x)= n(alx”_1 +2"a,x"* ... +n"a, )—
—(n=1ax"" =2"(n-2)ayx"* —..~1(n-1)"a, ;x=
=ax" + (2mn -2"n+ 2m+1)02x”_2 +...+nn"a, =
—ax" 42" " e n™
Teraz vyuZijeme to, Ze 1 je koreiom f, ., teda £, ,,(1)=0. Znamena to, Ze
a+2"ay +. 40", =0,
Zaroven ak plati
a +2"ay + . +n"a, =0,
tak 1 je koretiom f,, ., a teda dostdvame aj platnost’ obraten¢ho tvrdenia.
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ESte sa vratime k dokazu pomocného tvrdenia. Ak je polynom f delitelny

(x—l)kJrl a k+1 je najvysSia mocnina x —1, ktorou je delitelny, tak sa da zapisat’

v tvare
/(%)= g(e)x—1),
kde g je polynom, ktory nie je delitelny x —1, teda g(l) # 0. Potom
£1(6)=nf ()= 2 "(x) = mg () = 1! = x| ()= 11+ (k + D) (x)w — 1) |
£06)= (e= 1 (ng ()~ xg () —1) - x(le + 1) (x)).

Vidime, Ze polyném
Si(x)=nf (x) - xf"(x)
je delitelny (x — 1)k a nie delitelny (x — l)kJrl , pretoze
(ng(1)-1g"(ON1-1)=1(k +1)g(1) = ~(k +1)g(1) £ 0
z predpokladu. Obratene, nech je polyndém
Si(x)=nf (x) - xf"(x)
delitelny (x—l)k a f(1)=0. Potom
xf'(x)=nf (x)= £ (x).

S W)=nr )= £(1)=0.
KedZze 1 je korenom polynému f aaj jeho derivacie, je dvojnasobnym koreniom
polynému f. Derivovanim oboch stran rovnice xf'(x)=nf(x)- f;(x) podla x

a teda

dostavame, ze

xf"(x)=nf"(x) = fix) - f'(x).
Dosadenim x=1 zistime, ze 1 je korefiom druhej derivacie f, ateda 1 je
trojnasobnym koretiom f. Tento postup opakujeme k-krat a nakoniec dostaneme, Ze 1
je (k + 1)—nésobn§'/m koretiom f, ¢o sme chceli ukazat’.

Komentar a bodovanie: Za dokaz nevyhnutnej podmienky ste mohli ziskat’ 3 body,
za dokaz postacujicej 2 body. NaSlo sa aj rieSenie, v ktorom boli ukdzané iné
podmienky. Ked'ze vSak zadanie ziadalo dokaz tychto podmienok, udelené boli 2
body.

Vysvetlivky k vysledkovym listinAm: M znamena meSkanie, skratky §kol su takéto:
Gymnéazium Bratislava, Hubeného ul. — G Hu BA, Gymnazium H. Selyeho Komarno — G
HS KO, Gymnazium Hlohovec — G HC, Gymnazium J. G. Tajovského Banska Bystrica — G
JGT BB, Gymnazium J. Hronca Bratislava — G JH BA, Gymnazium KoSice, Alejova — G Al
KE, Gymnazium L. J. Suleka Koméarno — G LJS KO, Gymnazium M. M. Hodzu Liptovsky
Mikula§ — G MMH LM, Gymnéazium Poprad, Dominika Tatarku — G DT PP, Gymnézium
Z. Kodalya Galanta — G ZK GA, Obchodna akadémia Surany, nam. Hrdinov — OA SU,
Zakladna $kola Svit, Mieru — ZS ST, Zakladna $kola Trenéin, Kubratiské cesta — ZS Ku TN,
EG Tisovec — EG TI, 5. zékladna $kola Tren¢in, DIhé hony — ZS DH TN, Gymnézium
Kosice, Postova — G Po KE, Gymnéazium A. Vréabla Levice — G AV LV, Gymnézium Nitra,
Péarovska — G P4 NR, Gymnazium Nové Zamky — G NZ, Gymnazium Puachov — G PU.
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Vysledkové listiny po 2. sérii

Kategoria Z
Por. Meno Skola |Roénik| PS [1/2|3|4|M|Spolu
1. |Herencsar Albert G ZK GA 4 19 12|5(5|3 34
2. |Maréak Karoly G NZ 7 19 [0(5|3]|5 32
3. |Baxova Katarina ZS DH TN 9 19 |1(5]4|3(1 31
4. |Hornyak Zsolt G NZ 7 16 |1(/5[1|5 28
5. |Flimmel Samuel G PU 8 19 |-|-|-]|- 19
5. |Lopatova Dominika [ZS ST 8 19 |0|0|0|0 19
5. |Zarsky Mario G PU 8 19 |-|-[-|- 19
8. |Klimgikova Iveta  [ZS Ku TN 9 8 [1]|5]1]0 15
8. |Lopata Jan zS ST 7 15 |0|0(0|0 15
10. [Cenigova Maria G PU 8 14 |-|-|-]- 14
10. [lvandakova Andrea [zS ST 7 4 |0|5|-|5 14
12. |Réacova Kristina ZS ST 7 3 |0|5(- 13
13. |Balaj Marek ZS Ku TN 7 12|0(1]- 10
13. |Lupték Filip ZS DT 0 |2|5(-|3 10
15. |Rakytova Jana ZS ST 7 9 |-]-1-1- 9
16. [Marhefkova Ivana [zS ST 7 8 |-|-]-]|- 8
16. [Omastova Jana ZS ST 7 8 [-]-]-]- 8
18. [Stiberova Dugana [zS ST 7 4 |-|-1-1- 4
19. [Homzova Monika  [zS ST 7 1 |-1-]-1- 1
20. [MiSerinska Petra ZS ST 7 0 |-|-[-|- 0
Kategoria C

Por. Meno Skola |PS|3|4|5|6|M|Spolu

1. [Boza Vladimir GDTPP [19(|5|5|5|0 34

2. |Turekova Katarina |[GJGTBB |[10(5|5(5|4 29

3. [urikova Katarina |GJGTBB [13|5(5|4|- 27

3. |Pipiskova Petra GLJSKO [12|4|5|5]|1 27

3. |Vrbovska Maria GJGTBB|[13(4|5|4]|1 27

6. |[Korcsok Peter G SA 1510|542 26

7. |Kobza Viadimir GJGTBB|[11[2(5|1]|1 20

7. |[Zivéakova Andrea [GJGTBB|11(|1[4[4]|0 20

9. [Majlath Martin GJGTBB|[17]-|-|1]|0 18

10. |Zubnarova Katarina |GJGTBB |12|0|5(1|1]1 18

11. [Siagi Miroslav GJGTBB| 8 |-|5|4]- 17

12. [Kolesikova Maria GJGTBB| 8 [-|5[2]|1 16

12. |Peresini Ondre;j GJGTBB| 9 |[1|5]|1]- 16

14. [Zajacova Katarina |G Al KE 8 (0[5[2]-]1 14

15. [Slovik Lukas GJGTBB| 7 |-|5[0]|1 13

16. [Bedecs Ladislav GHSKO |12]-|-|-]|- 12

17. |Vago Adam GHSKO [11|-|-]|-]- 11

18. [Schoberovéa Lucia [EGTI 10]--1-]- 10

19. |Dobrotka Tomas GJGTBB| 0 |-|5|4]- 9
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Kategoria B

Por. Meno Skola |PS|5|6|7|8|Spolu
1. |Deriiar Marek G Al KE 1914 5|4 37
2. |Blicha Martin G Al KE 1715|5|5|-| 32
3. [Holecyova Maria GPaNR |14 |4 4(-| 22
4. |Paldy Alexander GZKGA |5 |5(5|3|3] 21
5. [Ficzova Monika OA SU 7 |4 5|-| 16
6. [Kanta Marcel GHuBA | 8 |- - - 8
7. |Bestakova Dominika |G HC 5 - - - 5
8. |Dzurechova Zuzana |G HC 4 |- - - 4
9. [Minarova Silvia G HC 3]- - |- 3
10. |Odrobinakova Diana |GLJSKO | 2 |- -1-1 2
11. |Borisova Lucia G HC 0 |- - - 0
11. |Borska Daniela 0]- - - 0
11. |Bruncko Juraj 01- - - 0
11. |Katus¢ak Slavomir 0]- - - 0
11. |Novomeska Zuzana 0 |- - - 0
11. [Truchly Juraj 0]- - - 0
Kategoria A
Por. Meno Skola |Roénik [PS|7|8|9|10| Spolu
1. [Takacs Michal G JGT BB 3 20|5(4(5|5] 39
2. |Peresini Peter G JGT BB 3 2015(3(4|5]| 37
2. [Skrovinovéa Katarina G P4 NR 7 20(5|3(4| 5 37
4. |Veselovska Lenka |G MMH LM 7 20(5(|1(2| 5 33
5. |PobiSova Zuzana G JGT BB 3 1515|4(3( 4| 31
6. [Bertova Slavka G Al KE 7 20(-|-|0| 5| 25
7. [Kacz Krisztian G HS KO 3 1813]-[-| -] 21
8. |[Szlics Gabor G HS KO 3 1215(-[1] 1 19
9. |Kusora Ladislav G HS KO 3 1115]-(-]1 17
10. |Gal Dérius G Po KE 3 13)-1-(-| - 13
11. |KdéSa Peter G JH BA 3 10]-]-(-| - 10
12. |Mikula Jan 4 15|-10] - 9
13. [Sele¢éniova lvana |G JGT BB 3 7 -1-1-1- 7
14. |Virgova Daniela G AV LV 3 6 |-]-|-]|- 6
15. [Baranovi¢ Stanislav 4 1T1-1-1-] - 1
15. |Gregu$ Bohuslav 4 11-1-1-1 - 1
15. |Horvath Michal 3 T1-1-1-1- 1
15. [Juhasova Jolana 3 11-1-1-1- 1
15. [Novotny Martin 3 11-1-1-1 - 1
15. |[Semanova Eva 3 11-1-1-1- 1
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Kategoria ©t

Por. Meno Skola |Roénik [PS|[11]12|13|14| Spolu
1. |Boza Viadimir G DT PP 1 715 5(3 20
2. |Takacs Michal G JGT BB 3 515 5] - 19
3. |PereSini Peter G JGT BB 3 0|4 5| - 13
4. |Kesely Michal G JH BA 4 0|5|-|5(2] 12
4. |Virgova Daniela G AV LV 3 5(13|0]|4]|- 12
6. |Kacz Krisztian G HS KO 3 513-1]-1- 8
7. |Kobza Viadimir G JGT BB 1 5|10(-]0]- 5
8. [Kusora Ladislav |G HS KO 3 ol4]-|-]- 4
8. |PobiSova Zuzana |G JGT BB 3 4 1 -1-1-1- 4
10. |Sziics Gabor G HS KO 3 O3 |-|-]|- 3
11. |Vrbovska Maria |G JGT BB 1 11-1-1-]- 1
11. [Zajacova Katarina |G Al KE 5 1T1-1-1-1- 1

Sut’azné ulohy — 3. séria

1. N4jdite geometrické miesto vSetkych stredov kruznic, ktoré prechadzajia danymi
dvoma réznymi bodmi 4 a B.

2. Rieste rovnicu (nezabudnite na diskusiu o pocte rieSeni vzhl'adom na hodnoty
parametrov a, b):
X Ja b
+ J—

x+a Ja+x a

3. Nech st a a b prirodzené Cisla, pre ktoré su z podmienok
a) a+1 je delite'né b,
b) a=2b+5,
c) a+b je delitelné tromi,
d) a+7b je prvocislo,
splnené¢ prave tri. Najdite vSetky také dvojice a a b.

4. Dokazte, ze pre l'ubovol'né prirodzené n je n® +2n° —n* —2n delitelné 120.

5. Nech a, b, ¢ su redlne Cisla. RieSte sustavu rovnic (nezabudnite na diskusiu o pocte
rieSeni sustavy):

Z Xz X
y =a , = b . y =C.
y+z X+z x+y
6. Najdite sucet
1 1 1 1
S = + + ot
qdy  drdy  dzdy s

ak viete, Ze Cisla a;,a,,...,a, su po sebe idlce Cleny aritmetickej postupnosti.
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7. Zostrojte Gse¢ku dizky x =%/ abcd , ak mate narysované Gsecky s dizkami a, b, ¢, d.

8.

10.

11.

12.

13.

14.

Stcet dvoch koreitov polynéomu P(x)=2x> —x* —7x+A sa rovna 1. Uréte A
a korene tohto polynomu.

Dokézte, ze pre vSetky n prirodzené plati nerovnost’

R . UL S |

Dokazte, ze ak

sin4a+cos4a_ 1

a b a+b’

tak plati aj

sin8a+cos8a_ 1

@ b (a+b)
Nech f(x):x3—x+1. Nech a,=m, a,,, = f(a,) pre n=1,2,3,... . Potom pre

kazdé celé m # 0 su Cleny tejto postupnosti po dvoch nesudelitelné. Dokazte.

Nech ma polyném P(x)=x"+a, x" ' +...+ax+1 s nezapornymi koeficientmi

n realnych koretiov. Dokazte, ze P(2)>3".

N4jdite sucet

Rieste rovnicu s neznamou x:
1 1 1
+ + cee _|_ =
COSXCOS2x cos2xcos3x cos100cos101x

Termin odoslania 3. série: do 2.5.2005

RieSenia uloh zasielajte na adresu:

Metodicko-pedagogické centrum
MATMIX

Tomasikova 4

P. 0. BOX 14

820 09 Bratislava 29
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MINIMIX - priloha pre Ziakov prvého stupiia ZS
RieSenia sut’aznych uloh 2. kola

E3: Opit sme na cyklistickej trase zulohy E2. N4§ Matko pomdha zabezpecit
obcerstvenie na ¢asovku cyklistov po tejto trase. Jeho ulohou je den vopred rozviezt
debni¢ky s mineralkami ato takto: K stlpiku na 2. kilometri 2 debnicky, na 4.
kilometri 1 debnicku, na 9. kilometri 1 debnicku a na 14. kilometri 1 debnicku. Aby
to zvladol, dostal od organizatorov maly elektricky minimobil, ktory odvezie okrem
neho iba jednu debnicku. V noci mu vSetky debnicky aj minimobil zlozia zdvoznici
zauta na jednom mieste, ktoré¢ si vopred ur¢i, ale musi to byt pri niektorom
kilometrovom stipiku. Na tom istom mieste Matko nakoniec minimobil odstavi. Na
ktorom kilometri si ma Matko nechat zlozit’ vSetky debniCky a minimobil, aby
potom pri ich rozvdzani od tohto miesta najazdil ¢o najmenej kilometrov? Kolko
kilometrov najazdi s plnym minimobilom — teda iba pri jazde s debnickou vnutri?

Riesenie: (podl'a Viktorie Hornyakovej, ZS s v. j. mad’. Nové Zamky)

Ak Matko nechd zlozit minimobil a debni¢ky pri stipiku &. 3, najazdi s plnym
minimobilom 21 km, pri 4. stipiku je to iba 20 km, pri piatom 19 km, pri 6. stipiku 20
km a pri kazdom d’alsom stipiku je to uz viac. Preto si Matko cely naklad necha
zlozit' pri piatom stipiku asplnym minimobilom najazdi 19 km. Samozrejme,
Matko spolu aj s prazdnym minimobilom najazdi dvakrat tol’ko, teda 38 km.

Poznamka redakcie: Ak by tych debniciek bolo viac, tloha by bola ¢asovo naro¢na,
preto vam ukazeme I'ahky sposob najdenia spravneho stipika. Debni¢ky oéislujete 1,
2, 3, 4, ... abudete ich postupne priradovat’ od prvého stipika smerom k druhému,
tretiemu, atd. podla poziadaviek ulohy. Potom hladany stipik bude ten, na ktory
pripadne prostredna debnicka. V nasom pripade su to ¢&isla stipikov 3, 3, 5, 10 a 15
a v prostriedku je tretia debni¢ka ktora pripadne na piaty stipik. V matematike ma
takyto stipik (jeho &islo) svoj nazov — nazyva sa medidn.

E4: Kristinka rada lyzuje a najradSej ma zjazd. Otec ju vzdy vyvezie od konca
zjazdovky autom po ceste na kopec aona si zide po nevelmi prudkej zjazdovke
rovno dole na lyZiach. Odtial’ ju otec opidt’ zoberie autom hore. Cesta dole kopcom na
lyZiach trva Kristinke presne tak isto dlho ako otcovi po ceste autom. Auto ide trikrat
rychlejSie ako Kristinka na lyZziach a cesta zhora dole je o 4 kilometre dlhsia ako
zjazdovka. Aka dlha je zjazdovka?

RieSenie: Auto ide trikrat rychlejSie ako Kristinka, preto za ten isty ¢as prejde trikrat
dlhsiu drahu, teda drahu dlha ako tri zjazdovky. Pretoze je to o 4 km viac ako jedna
zjazdovka, tie 4 km su rovnako dlhé ako dve zjazdovky. Preto mé zjazdovka dlzku 2
km.
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Sut’azné tlohy 3. kola

ES: Do miestnosti, v ktorej boli pocitae, prisli Ziaci. Najskor si sadli k pocitaom po
jednom, ale potom sa jednému pocita¢ neusiel. Potom si sadli k po¢itacom po dvoch
a jeden pocitaé ostal neobsadeny. Kolko tam bolo deti a kolko poéitatov? Ulohu
rieSte vysktiSanim réznych tvah a mozZnosti a spolu s odpoved’ou nam nakreslite obe
situdcie na malom nacrtku.

E6: Mala Viki rada vymysla. Sedela pred tohtoro¢nym kalendarom (2005) a pocitala
dni od 1. januara az po 31. december. Zistila, ze 31. 12. je 365. den v roku, ale
napriklad aj to, ze 12. 4. je 102. den v roku. Po dlh§om Case naraz vykrikla, Ze ma
jeden zaujimavy den. Jeho datum a poradové ¢islo st az na bodky rovnake. Kol'ko je
takychto dni v tomto roku a ktoré su to dni?

RiesSenia tychto dvoch uloh ndm poslite na adresu:

najneskor do 25. 4. 2005 (rozhoduje datum postovej pediatky).

Vysledky sut’aze MINIMIX — kategoria E po 2. kole

Metodicko-pedagogické centrum

MINIMIX
Tomasikova 4
P. 0. BOX 14

820 09 Bratislava 29

Por. Meno Ucitel’ Zakladna $kola Tr. |1.|2.|3.|4.|Spolu
1 |Alexandra Lochmanova AlZbeta Pijakova Petra Bezruca, Trencin 4.A (10/10{10{10| 40
Alexandra Zilkova Katarina Kunova Benkova, Nitra 3.V (10{10{10{10| 40
Andrea MartiSova AlZbeta Pijakova Petra Bezruca, Trencin 4.A [10{10{10[10] 40
Daniel Hajduk Valéria Ferencikova  |Krosnianska 4, KoSice 3.B [10/10{10{10] 40
Denis Rozloznik 'Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A(10{10/10|10| 40
Dominik Benko 'Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.B (10{10{10{10| 40
Filip Kevély RNDr. Jozef Szaraz Velky Kyr 4.A (10/10{10{10] 40
Frederik Gergely RNDr. Jozef Szaraz Vel’ky Kyr 4.A(10(10{10/10] 40
Jakub Cimbala Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A(10{10/10|10| 40
Janka Ondrejé¢akova Maria Sotikova Benkova, Nitra 3.V [10(10{10/10] 40
Katarina Cambilova E. Hole¢kova Velky Dur 4.A [1010/10(10| 40
Lenka Pipiskova Monika Kovacsova Driefiova 16, Bratislava 3.B [10{10{10({10] 40
Mairia Lukadova Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.A (10/10{10{10] 40
Mario Igaz Majka Sotikova Benkova, Nitra 3.T [10/10{10{10] 40
Martin Marek AlZbeta Pijakova Petra Bezruca, Trendin 4.A (10/10{10{10| 40
Martin Vrabec Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A(10{10/10|10| 40
Michal Gressak Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A(10{10{10{10| 40
Miroslav Stankovic¢ Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 4.A (10{10/10|10| 40
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Pat’ko Petrik Magdaléna Frtisova  [Velky Dur 3.A(10/10{10{10] 40
Peter Farka$ Magdaléna Frtasova  [Velky Dur 3.A(10(10{10/10] 40
Sophia Sommerova Katarina Kiackova Benkova, Nitra 3.T [10/10{10{10| 40
Viktéria Hornyiakova Peter Zachar VJM G.Czuczora,Nové Zamky 4.A110(10(10{10{ 40
Zuzana Strakova Alzbeta Pijakova Petra Bezruca, Trendin 4.A (10/10{10{10| 40
Zuzanka Kralikova Jana Kralikova Bruselska, KoSice 1.C|10{10/10({10| 40
25 |Adam Mudry Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B |10]10] 9 [10] 39
Adam Orhalmi Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.A |10/ 9 [10{10] 39
Adrian Mlinka E. Hole¢kova Velky Dur 4.A110]9 [10]10] 39
Alexandra Duplakova Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 4.A 10| 9 |10|10] 39
Andrea Minarova Magdaléna Frtusova Velky Dur 3.A |10/ 9 [10]{10] 39
Dusan Bucek Katarina Kunova Benkova, Nitra 3.V (10| 9|10{10| 39
Eugen Polin Alzbeta Pijakova Petra Bezruca, Tren¢in 4.A 10| 9 [10{10] 39
Florian Hatala Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.B(10/9|10{10| 39
Katka Krajc¢iova Silvia Jasc¢i¢akova Jenisejska 22, Kosice 2.C [10{9 |10{10] 39
Lenka Marekova 'Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 4.A (10| 9 |10[10| 39
Maria Kostovova E. Hole¢kova Velky Dur 4.A 110/ 9 [10]10] 39
Michaela Iblova E. HoleCkova Velky Dur 4.A 10| 9 {10{10] 39
Milan Gasparik Maria Sotakova Benkova, Nitra 3.V |10/ 9 [10{10] 39
Oliver Koren 'Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 3.B|10{9 [10(10| 39
René Cehlar Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.A |10/ 9 [10{10] 39
Tomas Petty Daniela Vajkova Krosnianska 4, Kosice 2.A |10] 9 |10{10] 39
Tomas Tomasko Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 4.A 110/ 9 |10|10| 39
Viktor Stefan Markotan Magdaléna Frtusova Velky Dur 3.A|10[10{10{ 9| 39
43 |Berenika Tuzilova 'Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 4.A110{9]9|10] 38
Jakub Krajiiak Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B 10/ 9 ]10{ 9| 38
Martina Pivarnikova Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.A 10| 8 |10]10] 38
Risko Cernik Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B 10| 8 |10{10] 38
Sonla Vargova Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.A|10] 8 |10{10] 38
Stefan Masi¢ Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A (10| 8 (10|10 38
Veronika Goceljakova Magdaléna Frtusova Velky Dur 3.A[10/9[10/9| 38
50 |Deniska Stroncekova Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B [10] 7 [10{10] 37
Simon Tabac¢ko Daniela Vajkova Krosnianska 4, Kosice 2.A[10{9 | 8 [10] 37
52 |Michal Benej Valéria Ferenc¢ikova Krosnianska 4, KoSice 3.B|10] 6 [10[10] 36
Patrik Turzak 'Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 4.A (10| 6 |10{10| 36
Peter Vook Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.B (10| 6 |10{10| 36
55 |Adam Kollar Daniela Vajkova Krosnianska 4, Kosice 2.A |10]10] 5 [10] 35
Martin Ponte$ Katarina Kunova Benkova, Nitra 3.V (10| 5|10|10| 35
Miroslav Novak 'Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 3.B (10| 5|10{10| 35
Samuel Alezar Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.A 10| 5 ]10]10] 35
59 |Daniel Ondra Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 4.A[10/5]9|10] 34
Marinka Kapasna Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B |10/ 4 [10{10] 34
Samuel Cernik Valéria Ferenc¢ikova Krosnianska 4, KoSice 4.A (10| 4 |10|10| 34
62 |Petra Tocikové Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B 103 (10/10] 33
Roman Stano Valéria Ferenc¢ikova Krosnianska 4, KoSice 3B (10{4|9|10] 33
64 [Robert Selvek Daniela Vajkova Krosnianska 4, Kosice 2.A |10/ 8 |4 |10] 32
65 |Cyril Pavlovic¢ Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B [10]10]10{ 1| 31
Laura Salja Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, Kosice 4.A 10/ 6 | 5]10] 31
67 |Terezka Volavkova Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.A19|11(10/10] 30
68 |Jakub Guban Maria Sotakova Benkova, Nitra 3.V|10{9(10{0| 29
Jozef Rieger Magdaléna Frtiisova Velky Dur 3.A|1]9(10/9] 29
Mario Ivanc¢ik Katarina Kunova Benkova, Nitra 3.V|10{9(10/0| 29
Rastislav Zdechovan Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A(10/0]9|10] 29
72 |Filip Stripaj Valéria Ferencikova Krosnianska 4, Kosice 4.A |10/ 8]0 [10] 28

23




73 |Dusan Zis 'Valéria FerenCikova Krosnianska 4, KoSice 3.A (10| 7 (10{ 0| 27
74 |Eva Markova Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B |10/ 4 |10{1] 25
Peter Micek 'Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 4.A(1015]0 (10| 25
76 |Laura Fabianova Daniela Vajkova Krosnianska 4, Kosice 2.A|10/0]1]10] 21
Tara Stefanyi Daniela Vajkova Krosnianska 4, Kosice 2B|[10[1]1]9] 21
Toméa§ Daneshjo Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A|10/2(9]0] 21
79 |Adriana Palfyova L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T |10{10 20
Alena Mikova Katarina Kunova Benkova, Nitra 3.U(10]10 20
Alexandra Sabova Ivana Urcikdnova Benkova, Nitra 2.V (10[10 20
Branislav Viliam Hakala Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3A(10(0(9(1] 20
Ivan Fiebig L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T |10{10 20
Jakub Martak Ivana Urcikanova Benkova, Nitra 2.V (10|10 20
Juraj Stefanik Kiackova, Kunova Benkova, Nitra 3.T |10{10 20
Katka Marc¢ekova L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T [10]10 20
Mati§ Gregus Maria Sotdkova Benkova, Nitra 3.VI|I0[0|5]5] 20
Michal Bali Maria Sotakova Benkova, Nitra 3.V|10{10 20
Roman Kluvanec L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T |10{10 20
Tereza Svorenova Natalia Kollarova NabreZie mladeze, Nitra 2.B |10(10 20
Terezka Kunakova Ivana Urcikanova Benkova, Nitra 2.V |10{10 20
92 |Daniel Domanisky L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T [10] 9 19
Dominik Krisman Dikarev Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A (109 19
Dominika Furmanekova L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T (10| 9 19
Faustina M. Ciprusova Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A|10/0[9]0] 19
Jakub Domian L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T |10]| 9 19
Katka Burdova 'Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.A (109 19
Michal Solc¢ansky L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T |10] 9 19
Milan Durian&ik Maria Sotakova Benkova, Nitra 3.V (10| 9 19
Radko Bernath L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T (10| 9 19
Samko Hrstka KiaCkova, Sotakova Benkova, Nitra 3.T (109 19
Zuzana Cernekova Majka Sotdkova Benkova, Nitra 3.V]10[9 19
103 Jakub Hromada Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.B 919 18
Patrik Kolenéik Maria Sotakova Benkova, Nitra 3.V (10| 8 18
105 |Alana Korimova 'Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 4.A 7110 17
106 |Jan Jursa Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 4.A 10| 6 16
Sarah Shahpesandy Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, Kosice 3.B|10|6 16
Terézia Markova Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2B|10/4|1[1] 16
109 [Katka Blisakova Maria Sotakova Benkova, Nitra 3.V|10| 5 15
Petra Eskutova 'Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3B (10| 5 15
111 |David Pasztor 'Valéria Ferencikova Krosnianska 4, Kosice 4.A(1012(1]1] 14
Jakub Kupcik Valéria Ferencikova Krosnianska 4, KoSice 3.B[10]4 14
113 [Jakub Loksa Daniela Vajkova Krosnianska 4, Kosice 2.A[110(0]2 |1 13
Monika Kunayové Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B|10/0]1]2] 13
INiki Stripaj Daniela Vajkova Krosnianska 4, KoSice 2.B|[10/0]2]1] 13
116 [Juraj Urban Ivana Urcikdnova Benkova, Nitra 2.V|0[10 10
Roman Kaufman L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T |28 10
Xénia Baranova 'Valéria Ferenéikova Krosnianska 4, KoSice 3.B|10|0 10
119 |Janka Olvecka L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T(0]|9 9
Richard Krizan Katarina Kunova Benkova, Nitra 3V|0|9 9
121 |Samuel Mikle Ivana Urcikanova Benkova, Nitra 2V(0]8 8
122 |Jozef Blasko Ivana Urcikdnova Benkova, Nitra 2.V|0|7 7
123 |Andrea Cierna L. Furmanekova Benkova, Nitra 2T(0]|5 5
Barborka Barekova L. Furmanekova Benkova, Nitra 2.T|0]5 5
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Hardy, G. H.: Obrana matematikova
PROSTOR, Praha 1999

Nekonvenény, vystredny a radikalny G. H. Hardy (1877 — 1947), Cisty ma-
tematik, napisal svoje vyznania ako tvorivy umelec. Hrdo a pokorne, s vnitornou
hibkou a tiplnou otvorenostou. Ako intelektualnu nadstavbu bezohl'adnej priamo-
Ciarosti a sutazivého nadsenia. ,,Clovek niekedy musi hovorit zlozité veci, ale mal
by ich hovorit ¢o najjednoduchsie.*

Kto citi potrebu spoznat’ zmysel prace tvorivého matematika, ur¢ite neodola,
aby sa nepozrel do tejto knizky. Uvediem iba niekol'ko citdtov Hardyho argumen-
tacie:

,<Mohutnost matematickej pravdy je zrejmd a impozantna... Matematika je
zdrojom radosti pre znacné mnozstvo ludi... Matematika, rovnako ako poézia alebo
hudba, mozZe prebudzat’ a udrZiavat’ vznesené rozpolozenie ducha a prispievat tak k
Stastiu matematikov aj inych ludi.*

,,Clovek, ktory by dokdzal presvedcivo popisat’ matematickii skutocnost, by
vyriesil velmi mnoho najobtiaznejsich problémov metafyziky.

,Verim, Ze matematicka skutocnost lezi mimo nds, zZe nasou ulohou je obja-
vovat' ¢i pozorovat ju, a ze vety, ktoré dokazujeme, a ktoré nafuknuto oznacujeme
ako svoje vytvory, su jednoducho nasimi zaznamami nasich pozorovani.

Hardyho tuvahy o zmysluplnosti ludskej tvorivosti  vSeobecne
a matematickej zvlast’ mozno vyplyvaju aj z presvedCenia, Ze ,,Cistd matematika je
ako skala, na ktorej stoji cely idealizmus* a ,,matematické myslienky nezomieraju‘.
Zaujimavo bude aj dnes posobit’ jeho vyznanie: ,,Ked svet Salie, méze matematik vo
svojej vede ndjst nedostihnutelne utisujuci prostriedok.*

Stucast'ou knizky je predhovor napisany C. P. Snowom, v ktorom sa dozvie-
me podrobnejSie aj o okolnostiach spoluprace Hardyho s Ramanujanom
1 Littlewoodom. Tam zaznel aj nazor, ze Obrana matematikova je knihou znepoko-
jujuceho smutku, testamentom tvorivého matematika. Hardy vedel, Ze nieo vytvo-
ril, otazkou aj pre neho zostalo, aki to ma cenu.

Nebude na Skodu odhadovat’ reflexiu vlastnej prace po tejto duchovnej spo-
vedi.

Dusan Jedinak
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Vyslo pre vas:

MINIMATIK - maly lexikén matematiky pre zakladné skoly -
vysSlo v nakladatelstve EDITOR. Cena 72 Sk. Pre hromadné
objednavky zo Skoél ostava 10 Sk za kus pre PK, resp. pre
objednavatela. Objednavky priamo v redakcii Matmixu.
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MATMIX - matematicky Casopis pre ziakov zakladnych a strednych $§kol,
vydava Metodicko-pedagogické centrum v Bratislave na TomasSikovej ul. s
finanénou podporou Ministerstva $kolstva SR a OZ EDUKACIA ako pomocnu
literaturu pre PK matematiky a pre Ziakov so zaujmom o matematiku. Ceny pre
vitazov sponzoruje CASIO
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