NEROVNOSTI I1.
3. Nerovnosti medzi priemermi

Nech a;,a,,...,a, eR".
Kvadratickym priemerom Cisel ay,a,,...,a, sanazyva ¢islo

\/af ‘a5 +...+a’

K(al,az,...,an)z "

Aritmetickym priemerom &isel a,,a,,...,a, sanazyva Cislo
a +a,+.+a,

A(al,az,...,an): "

Geometrickym priemerom Cisel ay,a,,...,a, sanazyva Cislo

Glay,a,,...,a,)="2laa,...a, .
Harmonickym priemerom Cisel ay,a,,...,a, sanazyva Cislo

n
1 1 1
— 4 — 4+ —
a, a, a

H(al,az,...,an):

n

Veta (KAGH nerovnost’):
Nech a,,a,,...,a, € R". Potom pre vietky ne N plati
K(al,az,...,an)ZA(al,az,...,an)ZG(al,az,...,an)zH(al,az,...,an).

Rovnost’ nastava prave vtedy, ked a; = a, =... = a, .

Dokaz: AG nerovnost :
a, +a, +.+a,
A(al,az,...,an)= >laa,...q, =G(a1,a2,...,an)
n

Nerovnost’ je homogénna, teda staci zvolit’ také a,,a,,...,qa,, Z2e aia,...a, =1. Treba

uz len dokazat’

atay+.ta,

n
Pre n=1 je tvrdenie zrejmé. Majme dalej danych n+1 kladnych C¢isel
a;,a,,...,a,,.,, pre ktoré aa,...a, ;=1 a predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre n.
Zvol'me

Y1=0ap oo Vu1 =dp-15 Vn =y -
Potom y,y,...y, =1, Co znamena, ze

Wtym+...ty,2n,

teda

ata,+...+a,a, ,2n.



Potrebujeme dokazat’, Ze plati
a+a,+.+a,  =2n+l.

Na to zrejme staci, aby platilo

Ay T a4 2 Apdyi + 1 >

tj.
(an - 1)(an+1 - 1) <0.
To z predpokladu a,a,...a,,, =1 vSeobecne neplynie, s ohladom na symetriu vSak

mozno ¢isla ay,a,,...,a,,, vopred usporiadat’ tak, aby platilo a, <a; <a,,, pre

n+1
i=12,...,n—1. Potom plati

n+l n+l
< aa,...a, San+1,

£,

odkial’ plynie
(an - 1)(an+1 - 1) <0.
Tym je nerovnost’
a+ay+.+a, =z2n+l

dokazana. Ak nastava rovnost’, znamena to, ze
(an - 1)(an+l - 1) =0

a=a,=.=a, =a,a,, =1,
odkial' priamo plynie a;,=a,=...=a,_;=1. Zprve] podmienky dostavame, Ze

a, =1 alebo a, ., =1. Dosadenim do druhej podmienky dostavame, ze a,_ ; =1 resp.

n+l
a, =1. Vcelku dostdvame, Ze a, =a, =...=a, | =1.

GH nerovnost:

G(al,az,...,an):walaz...an2 ] ln ] :H(al,az,...,an)

— 4 — 4+ —
a;  a a

n
Pri dokazovani tejto nerovnosti vyuzijeme AG nerovnost’
1 1

H(ay,a,,...,a,)= < =Glay,ay,...,a,).
1 1 1 1 1 1
A T sty G R
a4 4 Ay a; 4 ay
) r r s 1 _ 1 _ _ 1 ] — — —
Rovnost’ nastava prave vtedy, ked T a T t]. ay=a,=...=q,,.
KA nerovnost”:
al +a3 +..+a’> _a +a,+.+a
1 2 Y 1 2 LY
K(a;,ay,...,a,)= 2> "= Aay,a,,...,a, ).
n n

Nerovnost’ je homogénna, preto staci uvazovat’ a; +a, +...+a, =n. Chceme dokazat,

ze plati \/alz +a5 +.+a; >n.



Pre n=1 tvrdenie trividlne plati. OznaCme x, =a; —1, k=12,...,n. Potom plati
X +xy+.+x,=0.

Lema: (Bernoulliho nerovnost’)
Nech x>-1. Ak 0<a <1, potom plati (1+x)* <l+ax. Ak a<0 alebo a>1,

potom plati (1 + x)a > 1+ ax. Rovnost' v oboch pripadoch nastava len pre x =0.

KedZe x;, > -1 a 2>1, plati podl'a Bernoulliho nerovnosti

a,% :(1+xk)2 >1+2x;,1<k<n.
S¢itanim tychto nerovnosti pre vSetky k£ =1,2,...,n dostavame

alz +a§ +...+a,% 2n+2(x1 + X, +...+xn):n,
¢o sme chceli dokdzat’. Rovnost nastane len vtedy, ked’
a,f =14+2x;, k=12,...,n,
¢o po dosadeni za x;, dava
a,f =2a;, —1.

To je ekvivalentné s (a; — 1)2 =0,teda a; =a, =.=a, =1.

n

Tym je dokaz KAGH nerovnosti skoneny. [ |

Priklad 3.1. Dokazte, Ze pre vSetky n € N, plati nerovnost’
n
l< n+l
2
Riesenie: Pouzitim AG nerovnosti pre ¢isla 1,2,...,n dostdvame

n 1 n
n!:(”’—l.Z.....n)n?(1+2+"'+nj _ 2”(’7”) :(n+1j .

n n 2

a zistite, kedy nastava rovnost’.

Rovnost’ nastava prave vtedy, ked 1=2=...=n. Ak je vSak n>2, rovnost’ nastat’
nemoze. Preto nastdva rovnost’ len pre n=1. [J

Priklad 3.2. Dokazte pre vSetky ne N:

1 1 1 n
l+=—4+—+...+4—2
2 n  An!
a zistite, kedy nastava rovnost’.
RieSenie: Pouzitim GH nerovnosti pre Cisla 1, 2, ..., n dostdvame
GH
n
M2...n 2 T
I+ 4. +—
2 n



. , . . , , 1 1
Po vynasobeni oboch strdn nerovnosti kladnym vyrazom 1+§+—+...+— a

n

14 4 w7 n r W r . 4
predeleni nenulovym ¢islom —— dostavame pozadované tvrdenie. Rovnost’ nastava

Yl

prave vtedy, ked 1=2=...=n. Ak n>2, rovnost nastat nemoZe. Preto nastiva
rovnost’ len pre n=1. [

Priklad 3.3. DokaZzte pre vSetky k € N :

11-22-33-...-kkz(@

Th(k+1)
)

a zistite, kedy nastava rovnost’.

RieSenie: Uvazujme %k(k+1) Cisel: 1 x 1,2 x 1 3 x 1 kx 1 Ichsucetsarovni

k, preto plati na zdklade AG nerovnosti

(1 2 1y 1\ G i k(1) 5 \ak(k)
= = . = </ - = ——
(ZJ (?J (kj T Lk(k+1) (k+1j |

Prevratenim tejto nerovnosti dostdvame pozadované tvrdenie. Rovnost’ nastava len
pre n =1 (postupujeme analogicky ako v predchadzajucich dvoch prikladoch). []
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