Zaujimavé dokazy

Veta 1: Prvociselnych dvojciat je nekonecne vel’a.

Dokaz: Pri tomto dokaze vyuzijeme myslienku Euklidovho dékazu nekonecnosti
poctu vsetkych prvocisel. Predpokladajme, Zze existuje najvécsie prvocislo p. Nech
m=1-2-3-...- p+1. Potom z Euklidovho d6kazu m musi byt prvocislo (nemdze
mat’ prvociselného delitel'a menSieho ako je samo, lebo po deleni kazdym c¢islom
menSim ako p dava zvySok 1, teda aj po deleni kazdym prvocislom dava zvySok 1),
podobne aj m—2 je prvocislom (tam je spominany zvySok —1). Ak predtym bola
najvicsia dvojica prvocisel s rozdielom 2 rovnd r a r + 2, tak urcite » <m, lebo
r < p<m. Dostali sme spor s predpokladom maximality dvojiCiek » a » + 2. Preto

existuje nekonecne vela prvociselnych dvojciat. o

Veta 2: Strany trojuholnikov ABC a 4,B,C; maji po rade diZKky a, b, c, resp. ai,

by, ci. Ich obvody su p a p,. DokaZte, Ze ak plati a_p , potom st tieto

a D
dva trojuholniky podobné.

Dokaz: Ak st trojuholniky ABC a A4,B,C; podobné, tak plati 4 :bﬁzi. Potom
aq b G
dostavame:
p a+b+c a b c

p oa+b+a a b
Ked’Ze strany danych dvoch trojuholnikov st navzdjom timerné, tak tieto trojuholniky
st podobné, ¢o sme chceli dokéazat’. o

Veta3: t=0.
Dékaz: Plati ¢ =—1, teda aj

821'71 _ (eiﬁ)z _ (_1)2 —1.
Logaritmovanim tejto rovnice dostaneme, Ze plati aj
2-i-7-lne=0.
Pretoze In e = 1, dostavame 2iz =0. Odtial mame, ze 7 =0, 1lebo i #0. O

Veta 4: Kazdy trojuholnik je rovnostranny.

Dokaz: Najprv dokazeme, Ze kazdy trojuholnik je rovnoramenny. Nech ABC je
I'ubovol'ny trojuholnik. Ak je trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladiiou BC, tak
sme tvrdenie dokazali. Dalej predpokladajme, Ze rovnoramenny nie je. Potom sa os
uhla BAC a os strany BC pretinaji v jednom bode. Stred strany BC ozna¢me X,
priesenik osi uhla BAC s osou strany BC ozna¢me S, pétu kolmice z bodu S na
stranu AC ozna¢me Y a patu kolmice z bodu S na stranu AB oznacme Z (obr. 1).
Najprv uvazujme, ze bod S lezi vnutri trojuholnika 4ABC. Potom na zéklade viet
o zhodnosti trojuholnikov méme, ze



AAZS = AAYS,
lebo tieto dva trojuholniky maji zhodnu stranu a uhly k nej prisluchajace. Podobne
dostavame, zZe

ASXB = ASXC .
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Obr. 1

Z prvej rovnice dostdvame, ze ‘SZ ‘ = ‘SY ‘ a z druhej rovnice, Ze ‘SB‘ = ‘SC‘. Potom su
trojuholniky SBZ a SCY zhodné. Potom plati

|4Z|=|4Y|,

|BZ|=|CY]|.
Sc¢itanim tychto dvoch rovnosti dostavame

|4B|=|4C],

teda trojuholnik ABC je rovnoramenny.
V pripade, Ze bod S lezi mimo trojuholnika, nastane situacia ako na obr. 2.
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Obr. 2



V tomto pripade moZeme postupovat’ analogicky. Dostaneme sa tiez k rovnostiam

AZ| =|A4Y|,

|BZ| =|CY]|.
Ich odc¢itanim dostdvame

48| =|c],

¢o znamena, zZe trojuholnik ABC je rovnoramenny.

Vzhl'adom na to, Ze sme ukdazali, Ze trojuholnik ABC je rovnoramenny so zékladiiou
BC, mozeme ukézat, Ze je rovnoramenny aj so zakladnou 4B. Z toho dostavame, ze
trojuholnik ABC je rovnostranny, ¢o sme chceli dokazat’. o

Veta 5: Vietky kruZnice maju rovnaka dizku.
Dékaz: Majme dve kruznice k(S;;7) a k,(S,;7,). Bez ujmy na vSeobecnosti

mozeme predpokladat, ze S =S5, =S, . Nechajme kruZznicu k,; urobit’ jedno otocenie
z bodu 4 do bodu A’ podla obr. 3.
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Obr. 3

Potom bod B prejde do bodu B’, pricom kruznica k, tiez urobi jednu otacku, teda
dizka kruznice k, je ‘BB". Kedze dizka kruznice k; sa rovna ‘AA' , dizka kruznice
k, sarovna ‘BB" a ‘AA" = ‘BB' , tak dostavame, ze kruznice k; a k, maji rovnaku
dlzku. o

(Chyby tychto dokazov uverejiiujeme na strane 135.)
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