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Sustredenie MATMIXu
Stirovo 26. — 30. augusta 2002

Vitazi 7. rocnika koreSpondencnej sutaze MATMIXu — zl'ava Pavol Hronec (vitaz
kategorie Z), Michal Kesely (vitaz kategorie C), Martin Molnér (vitaz kategérie B) a
Richard Gal (vitaz kategérii A a m).
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Spolo¢na fotografia (zl'ava Darius Gal, Marian Jurik, Pavol Cvik, Pavol Hronec,
Katarina Korcsokova, Rébert Birkus, Toma$ Uhrin, Robert Soffa, Peter Korcsok,
Richard Gal, Ondrej Koreii, Martin Molnar, Veronika Ciganova, Michal Kesely,
Maria Krakovikova, Sona Podleiszekova a Martin Hrinak)

(Blizsie informdcie o sustredeni mozZete najst na strane §.)



Ramanujan — osobny priatel’ kazdého prirodzeného ¢isla

Asi hned’ mu bolo zrejme, Ze \/1+2\/1+31/1+41/1+... =3. Vedeli by ste to

dokazat™?

Rdmacandra Rdo, znamy indicky matematik, prezrel oStchané zoSity
ubiedené¢ho mladého muza. Nedokazal hned’ posudit’ ich mimoriadnost’. Vytusil vSak
zavaznost’ ich obsahu 1 osobnosti predkladatel'a. Neskor podobny uzas zazil G. H.
Hardy (1877 — 1947), hviezda anglickej matematiky, ked dostal list obsahujtci asi
120 matematickych vzorcov bez dokazov. ,Nikdy predtym som mnevidel nic¢ ani
v najmensom podobné... Musia byt pravdive, pretoze keby neboli, nikto by nemal
taku predstavivost, aby ich vymyslel.* Niektoré z tychto matematickych vztahov boli
zname, niektoré Hardy dokézal az po dost’ dlhom Case, niektoré aproximacie neboli
dost’ presné. Hardy spoznal neCakanti vynimocnost’ takého spdsobu vyjadrenia.
Pribeh najromantickejSej spoluprace matematikov sa mohol rozvijat’.

Srinivasa  Ramanujan  (22.12.1887 —
26.4.1920) pochadzal z mestecka Eroda v juznej
Indii, zrodiny chudobného  brahminskeho
uradnika. Vychodil zakladnt 1 strednu Skolu. Svet
matematiky sa mu otvoril po zoznameni sa
s knizkou G. Carra: Zhrnutie zakladnych vysledkov
teoretickej a aplikovanej matematiky. Obsahovala
6155 viet bez dokazov. Mlady Ramanujan sam
O odhalil Eulerovu formulu spajajicu exponencidlne

a trigonometrické funkcie. Potom, ked’ mu ukdazali
) rieSenie kubickej rovnice, on sam naSiel svoju

metodu na rieSenie rovnic Stvrtého stupinia. Urobil
skiSky na univerzitu v Madrase, ale pre slabé

| vedomosti z angli¢tiny neuspel na vysokoSkol-
skych nematematickych skiSkach. Ozenil sa
(1909), ziskal miesto uctovnika v pristave.

Napial svoj zivot matematikou. Svoje vysledky si znagil do zapisnikov (tri
poznamkové zoSity boli preplnené viac ako 4000 pozoruhodnymi matematickymi
vztahmi), postupne sa staval indickym matematickym géniom, ktory publikoval
v Casopise Indickej matematickej spolocnosti. Zdalo sa, ze poznal to, ¢o sa ucil. Aj
znami indicki matematici uz spoznali, Ze bez Stipendia méze ochabnut’ prirodzena
Ramanujanova schopnost matematického myslenia. Presved¢ili ho, aby napisal
Hardymu (v liste boli aj slova: ,,nemdm univerzitné vzdelanie ... venoval som cely
svoj volny cas praci v matematike ... nasiel som si svoju vlastnu cestu ... vymyslam si
smer vyskumu sam... som chudobny a ak by ste v tom nasiel nieco cenné, rad by som
to publikoval...). Ramanujan dostal pozvanie do Anglicka, prekonal aj kastovné
tazkosti s vycestovanim z Indie. Od roku 1914 do roku 1919 bol v Cambridgi.

Jednoduchy, skromny, neskuseny Ind suzasnou schopnostou vnimat
vzajomné vztahy medzi Cislami, algebraickymi vztahmi a transformaciami nekonec-
nych radov sa stal uznadvanym profesiondlnym matematikom spolupracujicim
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s Hardym a Littlewoodom. Stal sa clenom Trinity College (1914) a neskor aj
Londynskej kralovskej spolo¢nosti (1918). Od roku 1917 bol nevylieiteIne chory,
vo februari 1919 odcestoval z Anglicka. Zomrel na predmesti Madrasu. Slavny Hardy
o nom povedal: ,, ... naucil som sa od neho viac ako on odo mna... bol
najpozoruhodnejsim matematikom, akého som kedy poznal... bol normalnou ludskou
bytostou a velkym matematikom... nezabudnutelni
objavitelia si skoro vidy zasluzia uctu...”. V roku 1927
vysli Ramanujanove zobrané spisy, v roku 1957 aj jeho
zapisniky. Hardy napisal o iom knihu (1940). Od roku
1961 udeluje indickd Akadémia vied Ramanujanovu
medailu za vedecké uspechy vo fyzike, chémii a
matematike.

[lustruyyme nezvycajné schopnosti S. Ramanujana
prihodou, ktort snim zazil G. Hardy. Pri navsteve
svojho chorého priatela mu oznamil, Ze pricestoval
taxikom s ¢islom 1729 (= 7.13.19). Podl'a Hardyho ¢islo
bezvyznamné. Ramanujan vSak bez pripravy spoznal
zaujimava vlastnost’ tohto ¢isla: je to najmensSie Cislo,
ktor¢ je dvakrat suctom dvoch tretich mocnin
(1729=10"+9° =12° +1’). Hardy sa musel zamyslat
asi pol roka, aby sa o tom presvedcil a vedel to dokazat'.

Ramanujan zostane na dlhu dobu najlepS§im znalcom ret'azovych zlomkov. Bol
prirodzenym matematickym géniom podobne ako Gauss alebo Euler. Mal uzasnu
pamat na Cisla a vnimal ich ako duchovnych priatel'ov. MoZno je neprekonatelny vo
vhl'ade do algebraickych matematickych formul. Napriek formalnym nedostatkom
v dokazovych postupoch a presnych matematickych technikdch ovplyvnil rozvoj
analytickej teorie Cisel, teoriu eliptickych funkcii, postupy na scitovanie diver-
gentnych radov, vy€islovanie urcitych integralov a funkciondlne vyjadrenie dzeta
funkcie. Ukazal cely rad pozoruhodnych kongruencii i asymptotickych odhadov.
Mal tzasny vhl'ad do vlastnosti ¢isel. Vymyslel si a vynaSiel nezvy€ajnym sposobom
problémy, ktoré st este stale pre nas neCakanym prekvapenim.

Zdroj a povaha Ramanujanovych schopnosti su tajomné. Jeho predstavy boli
zmesou Ciselnych Uvah, intuicii a indukcii, ktoré Casto nedokazal stvislo opisat’.
Nikto nevie, ako prichadzal na svoje matematické vysledky. Jeho mozog fungoval
pre nas uplne nepochopitelnym spdsobom. Asi este nikdy sa 'udsky duch nepovznie-
sol tak vysoko s takou malou predbeznou vzdelanostnou podporou. Presved¢il nas o
nezvycajnej l'udskej schopnosti zovSeobeciiovat, modifikovat’ hypotézy, uplatiovat’
kapacity pamaiti, vytuSit' vlastnosti matematickych formul. ,.Zda sa, zZe to bol
formalista, ktory sa zaobisiel bez logiky, experimentator, ktory neprihliadal
k fyzikdlnej realite, prieskumnik kralovstva cisel,* povedal o fom J. D. Barrow.
Ramanujan zostane asi navzdy nenapodobitelnym prikladom budovatel'a krasnych
matematickych formul.

Dusan Jedinak



Zaujimavé dokazy

Veta 1: Prvociselnych dvojciat je nekonec¢ne vela.

Dokaz: Pri tomto dokaze vyuzijeme mySlienku Euklidovho ddkazu nekonecnosti
poctu vsetkych prvocisel. Predpokladajme, Ze existuje najvacsie prvocislo p. Nech
m=1-2-3....- p+1. Potom z Euklidovho dokazu m musi byt prvocislo (nemdze
mat’ prvociselného delitel'a menSiecho ako je samo, lebo po deleni kazdym cCislom
mensim ako p dava zvySok 1, teda aj po deleni kazdym prvocislom dava zvySok 1),
podobne aj m—2 je prvocislom (tam je spominany zvySok —1). Ak predtym bola
najvicsia dvojica prvocisel s rozdielom 2 rovnd r a » + 2, tak urCite » <m, lebo
r < p<m. Dostali sme spor s predpokladom maximality dvojiiek » a » + 2. Preto

existuje nekonecne vela prvociselnych dvojciat. O

Veta 2: Strany trojuholnikov ABC a 4,B,C; maji po rade diZKky a, b, c, resp. aj,

by, c1. Ich obvody su p a p;. Dokazte, ze ak plati a_p7 , potom su tieto

a D
dva trojuholniky podobné.

Dokaz: Ak st trojuholniky ABC a 4,B,C; podobné, tak plati 4 =b£= € Potom
a b G
dostavame:
p _a+b+c a b c

D1 B aq+b+e  q B by B S
Ked’Ze strany danych dvoch trojuholnikov sl navzajom umerné, tak tieto trojuholniky

st podobné, ¢o sme chceli dokazat. o

Veta 3: n=0.
Dékaz: Plati ¢'” =—1, teda aj

eZizz' _ (eiﬂ)z _ (_ 1)2 -1
Logaritmovanim tejto rovnice dostaneme, ze plati aj
2-i-7r-lne=0.
Pretoze In e = 1, dostavame 2iz =0. Odtial mame, Zze 7=0,lebo i#0. O

Veta 4: Kazdy trojuholnik je rovnostranny.

Dokaz: Najprv dokdzeme, ze kazdy trojuholnik je rovnoramenny. Nech ABC je
Pubovol'ny trojuholnik. Ak je trojuholnik ABC rovnoramenny so zakladiiou BC, tak
sme tvrdenie dokazali. Dalej predpokladajme, Ze rovnoramenny nie je. Potom sa os
uhla BAC a os strany BC pretinaju v jednom bode. Stred strany BC oznacme X,
priesecnik osi uhla BAC s osou strany BC ozna¢me S, pdtu kolmice z bodu S na
stranu AC ozna¢me Y a pitu kolmice z bodu S na stranu AB oznaéme Z (obr. 1).
Najprv uvazujme, ze bod S lezi vnutri trojuholnika ABC. Potom na zéklade viet
o zhodnosti trojuholnikov mame, Ze



AAZS = AAYS,
lebo tieto dva trojuholniky maji zhodnu stranu a uhly k nej prislichajace. Podobne
dostavame, ze

ASXB = ASXC .
A
Z Y
S
B X C
Obr. 1

Z prvej rovnice dostdvame, Ze |SZ|=|SY| a z druhej rovnice, ze |SB|=|SC|. Potom su
trojuholniky SBZ a SCY zhodné. Potom plati

|4Z| = |A4Y|,

|BZ|=|CY]|.
Sc¢itanim tychto dvoch rovnosti dostavame

|4B|=|4C|,

teda trojuholnik ABC je rovnoramenny.
V pripade, Ze bod § leZi mimo trojuholnika, nastane situacia ako na obr. 2.

A

Obr. 2



V tomto pripade m6zeme postupovat’ analogicky. Dostaneme sa tieZ k rovnostiam

|AZ| =|A4Y/,

|BZ|=|CY]|.
Ich od¢itanim dostavame

|4B|=AC|,

¢o znamena, ze trojuholnik ABC je rovnoramenny.

Vzhladom na to, Zze sme ukazali, Ze trojuholnik ABC je rovnoramenny so zakladiiou
BC, mézeme ukazat’, Ze je rovnoramenny aj so zakladiiou 4AB. Z toho dostavame, Ze
trojuholnik ABC je rovnostranny, co sme chceli dokdzat. o

Veta 5: Vietky kruZnice maju rovnaku dizku.
Déokaz: Majme dve kruznice & (S;;7;) a k,(S,;7). Bez ujmy na vieobecnosti

mozeme predpokladat, ze S =S5, =S5, . Nechajme kruZnicu k; urobit’ jedno otoCenie
z bodu 4 do bodu A" podl'a obr. 3.

N

Obr. 3

Potom bod B prejde do bodu B’, pricom kruznica k, tiez urobi jednu otacku, teda
dizka kruznice k, je |BB. Ked’ze dizka kruznice k, sa rovna |44/, dizka kruznice
k, sarovna |BB'| a |AA'| = |BB’ , tak dostavame, Ze kruznice k; a k, maji rovnaka
dizku. o

(Chyby tychto dokazov uverejnujeme na strane 15.)

Martin Hrinak

Co zatajuju skripta z planimetrie
alebo
Feuerbachova kruZnica na Eulerovej priamke

Uvod

Vyucujem rad. V matematike mozete zazit' vel'a zabavy, vidiet’ a spoznat’ vel'a
noveho, ked’ ucite spravnu triedu planimetriu. Tak sme sa jedného dna dostali v moje;j
kvinte az k Eulerovej priamke a Feuerbachovej kruznici.

V stredoskolskych skriptach Zdklady planimetrie (Bocek, Leo, SPN, 1987) je
v 10. kapitole definovana Eulerova priamka a v 15. kapitole Feuerbachova kruznica



bez uvedenia akéhokol'vek vzajomného vztahu. Takisto nie je uvedeny ani (v skutoc-
nosti vel'mi jednoduchy) vzt'ah na vypocet polomeru Feuerbachovej kruznice. Povod-
ne som preto nadobudol dojem, Ze tieto dva poznatky su tak zlozité, Ze nie je mozné
rozpravat’ o nich prvdkom. Tento ndzor som vSak po nejakom Case radikalne zmenil,
pretoZe prvaci nielenze tieto dva poznatky pochopia, ale ich odvodenie je aj vystiz-
nou aplikaciou (neprdvom) nepopularneho a pre Ziakov narocného uciva o rovnolah-
losti. Nakoniec ma k odvodeniu tychto vztahov vyprovokovali ziaci v diskusii o prik-
ladoch pred pisomkou.
Najprv teda par slov o tom, ¢o je Eulerova priamka a Feuerbachova kruzZnica.

Oznacenia

V trojuholniku ABC zavedieme nasledovné oznacenia:
V — ortocentrum (priesecnik vySok)

T —tazisko

S — stred opisanej kruznice

R — polomer opisanej kruZznice

A4, By, C| —stredy stran v poradi BC, AC, AB

Ay, By, C, — péty vysok z vrcholov v poradi 4, B, C
As, Bs, C5 — stredy tseciek v poradi AV, BV, CV

F — stred Feuerbachovej kruznice

Eulerova priamka

V kazdom trojuholniku lezia body V, T a S na jednej priamke. Tato priamka sa nazy-
va Eulerova. Hlavnou ideou dokazu je, Ze rovnolahlost’” A so stredom 7 a koefi-
cientom —2 zobrazuje stredy stran trojuholnika 4BC do vrcholov trojuholnika ABC,
tj. 41 > A, By > B, C; = C. V rovnolahlosti A sa preto osi stran trojuholnika 4ABC
zobrazuji do vySok trojuholnika (zachovava sa totiZ rovnobeZnost’), a preto sa bod
S zobrazi do bodu V. Teda nielenze body V, T, S lezia na jednej priamke v tomto
poradi, ale plati aj [VT|=2-|TS|.

Feuerbachova kruznica (kruznica deviatich bodov)

V kazdom trojuholniku lezi 9 bodov A4, By, Ci, 4>, B>, C5, A3, B3, C;3 na jednej
kruznici. Téato kruznica sa nazyva Feuerbachova (kruznica deviatich bodov).

Dokaz: Najprv dokdzeme, Ze A,B1A4;B; je obdiznik. Usetka A4,B; je strednou
prieCkou trojuholnika ABC a takisto A43;B; je strednou prieCkou trojuholnika ABV.
Useéky A1B;, A3B5 su teda rovnobezné s useckou AB a diiky obidvoch sa rovnaju
polovici dizky strany 4B. Dalej tise¢ka A,B; je strednou prieckou trojuholnika BCV
a takisto A3B; je strednou prieckou trojuholnika ACV. Usedky A4,Bs;, A3B; su teda
rovnobezné s tsetkou CV a ich dizky sa rovnaji polovici dizky tejto Gse¢ky. Navyse
plati 4,B; | 4B, lebo CV L AB. Stvoruholnik 4,B,43B; je teda naozaj obdiznik.
Jeho uhlopriecky sa navzajom rozpol'uju. Ich priesecnik ozna¢ime F. Analogicky pla-
ti, ze A1CA3C5 a B1CB;C; su tiez obdiiniky. Uhlopriecka 4,45 je spolo¢na pre dva
z tychto obdiznikov, t.j. prieseniky uhloprie¢ok dvoch obdiZnikov st totozné a uhlo-
priecky su zhodné. PouZitim spolo¢nej uhloprieCky B;B; dokaZzeme, Ze bod F' je prie-
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secnikom uhlopriecok vo vsetkych troch obdiznikoch a vSetkych 6 bodov 4, By, C},
As, B3, C5 lezi na kruznici k so stredom F. Pokial' C; = C, (to nastane prave vtedy,

ked’ trojuholnik ABC je rovnoramenny s ramenami AC, BC), lezi bod C, na kruznici
k. Pokial' C; # C,, tak trojuholnik C,C,C; je pravouhly a jeho prepona C,C; je prie-
merom kruznice k. Podl'a Talesovej vety lezi potom bod C, na kruZnici k. Analogicke
uvahy platia aj pre body 4, a B,, a tym je veta dokazana.

Specidlne pripady

Rovnostranny trojuholnik

Eulerova priamka nie je jednoznacne urc¢ena (body V, 7, S splyvaju). Je to jediny taky
trojuholnik, pretoze sa da dokazat, Ze ak dva z bodov V, T, S splyvaja (t.J. podla
vztahu |VT | = 2-|T S | splyvaju vSetky tri), tak trojuholnik je rovnostranny. Feuerba-

chova kruzZnica je totoZzna s vpisanou kruZznicou.

Pravouhly trojuholnik

Na Eulerovej priamke leZi taZnica na preponu. TaZnica na preponu je priemerom
Feuerbachovej kruznice.

Polomer Feuerbachovej kruZznice

UZ v dvoch Specidlnych pripadoch sme videli, Ze polomer Feuerbachovej kruznice sa
rovna polovici polomeru R opisanej kruznice. Nie je to ndhoda, plati to v kazdom
trojuholniku.

Dokaz: Feuerbachova kruznica je opisanou kruznicou trojuholniku A4,B,C;, ¢o je
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trojuholnik vytvoreny zo strednych priecok trojuholnika ABC. Preto ma poloviéne
vSetky zodpovedajuce dlzky vzhl'adom na trojuholnik ABC. Teda aj dlzku polomeru
opisanej kruznice.

Suvislost’ Eulerovej priamky a Feuerbachovej kruZznice
g qeuns .. , , 1 - . ,
Ak si blizSie vSimneme rovnolahlost W(V, k= E), vidime, ze z vlastnosti

rovnol'ahlosti vyplyva: stred S opisanej kruznice trojuholniku ABC sa zobrazi do
stredu F' Feuerbachovej kruZnice. Preto body S, F, V leZia na jednej priamke tak, Ze
bod F je stred usecky SV. To vSak znamend, Ze stred Feuerbachovej kruznice lezi na
Eulerovej priamke v kazdom trojuholniku. Navyse body V, F, T, S lezia na Eulerove]
priamke v tomto poradi a pomer diZok useciek |VF | : |T S | : |T F | sarovna 3:2:1.

Mgr. Martin Kollar

Siistredenie MATMIXu, 26. — 30. augusta 2002, Stiirovo

Aj tohto roku sa uskuto¢nilo sustredenie pre najlepSich rieSitelov kores-
pondenénej sutaze nasho ¢asopisu v Stirove. Ststredenie sa uskutoénilo za prispenia
firmy CASIO, ktora venovala aj ceny pre vitazov jednotlivych kategorii, a nadacie
EDUKACIA.

Sustredenia sa zucastnilo 15 ziakov, ktori boli rozdeleni do 4 druzstiev.
Navzajom sutazili v r6znych sutaziach — uskutocnili sa turnaje vo futbale a volej-
bale, pocitali MATBOJ, hrali bludisk4, machacka ¢i Sarady. Po dobrych sktsenos-
tiach z minulého roku sa aj tentoraz uskuto¢nili individualne turnaje v Sachu a pis-
kvorkach, na Ziadost’ Gi€astnikov pribudol aj turnaj v pretlacani pravou a l'avou rukou.
Pocasie nam tohto roku prialo. Okrem kupania na miestnom termalnom kupalisku
niektori vyuZili aj obnoveny most Marie Valérie na navstevu Ostrihomu.

Pocas sustredenia odzneli prednaSky z roznych oblasti matematiky — geometrie
(Richard Gal — Mocnost’ bodu ku kruznici, RNDr. Milan Maxian — Kuzel'osecky),
teorie grafov (Robert Soffa) a algebry (Martin Hriidk — RieSenie rovnic vyssich
stupiiov). Ucastnici ststredenia si podas prednasky PaedDr. Lilly Korefiovej mohli
vyskuasat’ pracu s grafickymi kalkulackami firmy CASIO. Vdaka pani Mgr. Marii
Krskove; z miestneho gymnazia sme mali moZnost' dvakrat si zasurfovat na
internete.

Ststredenie sa vSetkym zacastnenym pacilo a dufame, Ze aj na buduci rok sa
budeme moct’ stretnit’ s nasimi najlepSimi rieSitel'mi.

Martin Hrinak



43. ro¢nik Medzinarodnej matematickej olympiady (MMO)
18. 07. — 30. 07. 2002, Glasgow

V diioch 18. 07. — 30. 07. 2002 sa v Glasgowe uskutocnila 43. Medzinarodna
matematicka olympidda (MMO), ktora je vypisovand pre Ziakov strednych Skol.
Zicastnilo sa jej 479 sutaziacich z 84 krajin. Slovensko reprezentovalo Sest’ Ziakov:
Radovan Bauer, Peter Bella, Michal Burger, Andrej Osusky, Katarina Quittnerova
a Marek Tesaf; delegaciu SR viedol veduci katedry matematiky na F-PEDaS ZU
v Ziline doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc., predseda Slovenskej komisie Matematickej
olympiady, pedagogicky veduci bol Juraj Foldes z FMFI Bratislava.

1 2 3 4 5 | 6 | Spolu
Bauer Radovan 717 11 7 2 0 24
Bella Peter 6 6 1 1 1|0 15
Burger Michal /7 1.0 7 210 17
Osusky Andrej 7 0 /1 7 50 20
Quittnerova Katarina /717 10 7 20 23
Tesar Marek 5/6 |1 7|10 20

Boli sme uspesni, lebo vSetci naSi sutaziaci ziskali medailu: Bauer
a Quittnerova striebornd, ostatni bronzovu. Ziada sa dodat, Ze pre Katku Quittnerova
to uz bola $tvrtd medaila z MMO a to je vel'mi zriedkavy uspech. Sataz je totiz zhora
vekovo ohrani¢ena a dostat’ sa na MMO Styrikrat znamena, Ze Ziak sa uz ako prvak
na strednej Skole vedomostne vyrovnal maturantom, pricom vyber reprezentacného
druzstva je viackolovy a nekompromisny.

MMO je sut'az jednotlivcov, ale byva zvykom sledovat’ aj neoficidlne poradie
druzstiev. V tomto sme skoncili so 119 bodmi na veI'mi dobrom 25. mieste, len vel'mi
tesne za Ukrajinou (124), Braziliou (123), Pol'skom (123), Thajskom (123) a Hong
Kongom (120). Stacilo teda len vel'mi mélo k umiestneniu do prvej dvadsiatky.
Z eurdpskych krajin skoncili pred nami len 2. Rusko, 4. Bulharsko, 8. Rumunsko, 10.
Nemecko, 12-13. Mad’arsko, 14. Bielorusko, 19. Franctuzsko, 20. Ukrajina, 22. Pol-
sko. V sutazi druzstiev vyhrala Cina (212), za fiou tesne nasledovalo Rusko (204),
pricom vSetci sut’aziaci tychto dvoch krajin ziskali zlaté medaily.

UsporiadateI'mi d’alSich MMO budt postupne Japonsko, Grécko, Mexiko
a Slovinsko.

doc. RNDr. Vojtech Balint, CSc., predseda SKMO

Z.adania uloh 43. ro¢nika MMO

Uloha 1
Nech 7 je kladné celé ¢islo a nech T je mnozina vSetkych bodov (x, y) v rovine, kde x

a y su celé nezaporné Cisla a x+ y <n. Kazdy bod z mnoziny T je zafarbeny na



cerveno alebo na modro. Ak bod (x, y) je Cerveny, potom cCervené su vSetky body
(x',y')eT, pre ktoré plati x'<x a y'<y. Definujme X-mnozinu ako mnoZinu n
modrych bodov majicich rézne x-ové suradnice a Y-mnoZinu ako mnoZzinu n
modrych bodov majlcich rézne y-ové sturadnice. Dokézte, ze pocet X-mnozZin sa
rovna poctu Y-mnozin.

Uloha 2

Nech BC je priemer kruznice I' so stredom O. Bod A lezi na kruznici I' tak, Ze
0°<|£40B|<120°. Nech D je stred toho oblika AB, ktory neobsahuje bod C.
Priamka vedend bodom O rovnobeZzne s DA pretne priamku AC v bode J. Os Usecky
OA pretne kruznicu I' v bodoch E a F. Dokazte, Ze bod J je stredom kruZnice
vpisanej trojuholniku CEF..

Uloha 3
Najdite vSetky dvojice prirodzenych cisel m,n >3 také, Ze existuje nekonecne vela
kladnych celych Cisel a, pre ktoré je
a” +a-1
a"+a* -1
celé Cislo.

Uloha 4
Nech n je prirodzené Ccislo vacSie ako 1. VSetky kladné delitele Cisla n su
d,, d,, ..., d; , kde
l=d,<d, <--<d; =n.
PoloZzme D =d\d, +d,dy+---+d,_,d, .
a) Dokazte, ze D < n’.
b) Urcte vSetky n, pre ktoré je ¢islo D delitelom c¢isla n?,

Uloha 5
Nech R oznacuje mnoZinu vSetkych redlnych Ccisel. Ngjdite vSetky funkcie
f:R— R take, ze

(fG)+ NS W)+ £e)= £y —z0)+ fxt + yz)

pre vSetky x,y,z,t € R.

Uloha 6
V rovine st dané kruznice I3, I',, ..., I', o polomere 1, kde n > 3. Ich stredy oznacme
postupne O, O,, ..., O,. Predpokladajme, Ze Ziadna priamka nema spolo¢ny bod

s viac ako dvomi z danych kruznic. Dokazte, ze
Z (n—1)z

L
1<i<j<n Oin‘_ 4
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KoreSponden¢na sut’az v Skolskom roku 2002/2003

Redakcia casopisu MATMIX aj vtomto Skolskom roku vyhlasuje svoju
koreSpondencnu sut'az pre ziakov zakladnych a strednych §kol. Zapojit' sa mozu
vSetci ziaci spominanych $kol, ktori maja zaujem o matematiku a st ochotni venovat’
pravidelne niekol’ko minit vypracovaniu rieSeni.

V skolskom roku 2002/2003 vyjdu 4 Cisla Casopisu a koreSpondencna sut'az
bude mat tri sé€rie. Zadania uloh budu uverejnené v ¢islach 1, 2 a 3, rieSenia uloh
spolu s vysledkovymi listinami v ¢islach 2, 3 a 4.

Ziakom prvého stuptia zakladnych §kol je uréena kategéria E, ktorej tlohy
budu zverejnené v rubrike MINIMIX. RieSenia Uloh tejto kategodrie zasielajte na
adresu:

MINIMIX
Metodicko-pedagogické centrum
TomaSikova 4

P. 0. BOX 14

820 09 Bratislava 29

Pre ziakov druhého stupna zakladnej Skoly a ziakov primy az kvarty
osemro¢nych gymnazii je urena kategoria Z. Pre nich st urCené ulohy €. 1 az 4. Pre
prvakov strednych §kol a ziakov kvinty osemro¢nych gymnazii je uréena kategoéria C.
Riesitelia tejto kategorie riesia ulohy 3 az 6. Pre druhdkov strednych $kol a Ziakov
sexty osemro¢nych gymnazii je urCena kategoria B s illohami 5 aZ 8. Pre tretiakov a
Stvrtakov strednych §kol a ziakov septimy a oktavy osemro¢nych gymnazii je urena
kategoria A s ulohami 7 az 10.

Pre ziakov, ktori maju zdujem o naro¢nejSie tlohy, je ur¢enéd kategoria m. Pre
tuto kategodriu st v kazdej sérii urcené tlohy 11 a 12.

Vzhl'adom na prelinanie sa kategorii A, B, C a Z, ako aj vzhI'adom na nase ob-
medzené moznosti, moZe kazdy zZiak sut’azit’ len v jednej z tychto kategorii (moze
vSak eSte sutazit’ aj v kategoérii m).

RieSenia zasielajte do uvedeného terminu pre kazdu sériu. Rozhoduje peciatka
na obalke. Ak poslete rieSenia po tomto termine, strhneme vdm za kazdy den
omeskania jeden bod (pod 0 bodov vsak klesnut’ nemozZete). Riesenia posielajte na
adresu:

MATMIX
Metodicko-pedagogické centrum
TomaSikova 4

P. 0. BOX 14

820 09 Bratislava 29
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V pripade, Ze mate nejasnosti v zadani alebo mate iné otazky, mdzete svoje
pripomienky adresovat’ na uvedenu adresu alebo na e-mail Arinak@host.sk.

Prihlasku do koreSpondencnej sutaze nam poslite spolu s prvou sériou vasich
rieSeni na osobitnom papieri formatu A6 podla nasledujuceho vzoru. V pripade, Ze
chcete riesit’ aj kategoriu wt, zaslite nam prihlasku pre obe kategorie.

Priezvisko: .........ccooiiiiiiii Meno: ........ccccviiininnnnn. Kategoria: .....
SKOLA: et Trieda: ...............
Adresa OOV .o
Telefon: ....coevviiiii . E-mail: ..o

Meno ucitel’a alebo d’alSich, ktori vas vedu v matematike: ...........................

Stutaziacich upozornujeme, aby rieSenia pisali CitateI’ne
na papiere formatu A4 (tzv. kancelarsky papier) a na kazde
rieSenie napisali hlavi¢ku — svoje meno, Cislo ulohy a kategoriu.
V pripade, Ze sa rieSenie jednej uUlohy nachadza na viacerych
papieroch, zopnite ich spolu, alebo na jednotlivé papiere napiste
hlavi¢ku a ocislujte ich. Na jednom papieri nemozu byt napisané
rieSenia viacerych uloh. Hodnotit® budeme len také rieSenia,
ktoré spiiaji spominané kritéria.

Do sutaze sa mozu Ziaci zapojit’ aj neskor (teda v druhej
alebo tretej sérii). Podmienkou zaradenia do sut'aZe je aj v takomto pripade zaslanie
prihlasky spolu s prvymi rieSeniami, ktoré vypracuju.

KoreSpondencna sut'az je sut'azou jednotlivcov, a preto sa do sutaze nemozu
prihlasit’ skupiny rieSitelov. V pripade, Ze najdete viacero rieSeni jednej ulohy, staci,
ak nam zaslete jedno. Ziadne d’alsie body za iné rieSenia neziskate.

RieSenia sut’aznych uloh si vypracujte sami! V pripade, Ze zistime, Ze nejaka
skupina opisovala, kazdy jej ¢len dostane za dana ulohu 0 bodov, aj keby bolo
rieSenie spravne. Plny pocet bodov (5) prislucha len uplnému rieSeniu. Preto treba
zdovodnit’ vSetky tvrdenia, ktoré v rieSeni pouzivate. V pripade, ze pouzivate vetu,
ktora nie je vSeobecne znama, uvedte aj literaturu, kde sa nachadza jej dokaz.
Uvedenie iba vysledku preto nie je postacujuce. Ak niektord uloha nema rieSenie,
treba ukazat’, pre€o ho nema.

V pripade, Ze nie ste spokojni s ohodnotenim vasho rieSenia, mozete poslat
svoju reklamaciu s odovodnenim a poZadovanym poctom bodov na uvedent adresu
MC. Vase rieSenie si eSte raz prezrieme a oznamime vam vysledok. Ak mate pristup
k elektronickej poSte, pouZzivajte ju, prosim, prednostne. Urychlite tym vybavenie
vaSej reklamicie.

Vela zazitkov a krasnych chvil pri rieSeni sutaznych uloh vam praje redakcna
rada casopisu MATMIX.
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Sut’azné ulohy — 1. séria

. Povedzte kamaratovi, nech si mysli ¢islo. Nech ho vynasobi ¢islom, ktoré si
I'ubovolne zvolite a poviete mu ho, a nech k sucinu pricita d’alSie vami zvolené
Tubovol'né ¢islo. Stucet nech vydeli tretim Cislom, ktoré¢ mu zadate. Vydel'te si
druh¢ cislo, ktoré ste mu zadali, tretim vybranym ¢islom. Kamaratovi povedzte,
aby od podielu, ktory dostal, od¢ital povodne myslené Cislo tol'kokrat, kol’ko vam
vySlo pri vaSom vypocte. Dokazte, Ze dosiahnuty vysledok nezavisi od ¢isla, ktoré
si kamarat zvolil.

. Dedko sa narodil v minulom storoci. Prave ked’ oslavoval svoje narodeniny, zistil,
ze je sedemkrat starsi ako jeho najmladsi vnuk, Sestkrat starSi ako jeho najmladSia
vnucka, Styrikrat stars$i ako jeho najstarSi vnuk a trikrat starSi ako jeho najstarSia
vnucka. Urcte, ktoré narodeniny dedko oslavoval.

. Nahradte hviezdicky cCislicami tak, aby platilo nazna¢ené nasobenie:

. Anna, Beata aCecilia su zvlaStne diev€atd. Dve znich su nadpriemerne
inteligentné¢, dve nadpriemerne krasne, dve mimoriadne talentované na
matematiku a dve su vel'mi vtipné. Ziadna z nich nema viac ako tri z tychto vlast-
nosti. O Anne vieme, ze ak je nadpriemerne inteligentnd, je aj vel'mi vtipna.
O Beate, ako aj Cecilii, plati, Ze ak je nadpriemerne krasna, je aj mimoriadne
talentovana. O Anne a Cecilii d’alej mézeme povedat, Ze ak st vel'mi vtipné, tak
su aj mimoriadne talentované. O ktorej z nich méZeme povedat, ze urcite nie je
vel'mi vtipna?

. Dokazte, ze v kazdom trojuholniku ABC a pre kazdy bod D strany AC plati
nerovnost’

|4B|+|BC|<2-|BD|+|AC|.

. Kvader s rozmermi 5x 4 x 3 sa sklada z 60 jednotkovych kociek. Kol'’ko z nich je
pretatych telesovou uhloprieckou tohto kvadra?
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7. Je dany rovnoramenny trojuholnik ABC, kde |ZBAC|=100°. Os uhla ZABC pre-
tina stranu AC v bode D. Dokazte, ze |AD| + |DB| = |BC| .

8. Peter si zvolil 5 redlnych ¢isel xi,x,,x3, x4, Xx5(nie nutne ré6znych). Potom na 10
karti¢iek napisal sucty vSetkych dvojic x; +x; pre 1<i< j<5 adal nam ich.
Dokazete z nich urcit’, ktoré Cisla si Peter zvolil?

9. Dokéazte, ze v kazdom trojuholniku ABC pri Standardnom oznaceni plati:

t, +tb+tc>%(a+b+c).

10. Rozhodnite, Ci existuje také prirodzené Cislo x, pre ktoré plati nasledujice
tvrdenie: MnozZina {x,x+1,x+2,x+3,x+4,x+5} sa da rozdelit na dve

disjunktné trojprvkové mnoziny A4 a B tak, aby bol sucin cisel v obidvoch
mnozinach 4 a B rovnaky.

11. V trojuholniku ABC plati

c—b+a—c+b—a:0.

a b c
Co mézeme tvrdit’ o uhloch v tomto trojuholniku?

12. Nech M je konecna n— prvkova mnozina. Urcte pocet vSetkych dvojic mnozin
A, B takych,7ze Ac Bc M.

Termin odoslania 1. série: 25.10. 2002

RieSenia uloh zasielajte na adresu:

MATMIX
Metodicko-pedagogické centrum
Tomasikova 4

P. O. BOX 14

820 09 Bratislava 29
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Vysvetlenia k Zaujimavym dokazom (s. 3 —5)

1. V dokaze sme dokézali len to, Ze prvocisel je nekone¢ne vela. Pouzili sme tvrde-
nie, Ze ak mame kone¢ne vela prvociselnych dvojiciek, tak madme aj konecne vela
prvocisel, pricom toto tvrdenie sme nedokazali.

2. V tomto dokaze sme urobili mylny predpoklad, ked’ sme predpokladali, Ze plati
a+b+c a b c

a,+b +c, a b ¢
Toto tvrdenie vo vSeobecnosti neplati, o com sa moéZeme presvedcit’ napriklad
dosadenim a=1=b,, b=2=c|, c=3=q.

2. Problém nastal na mieste, kde sme z toho, 7e plati e”” =1, usadili, e
2-i-r-lne=0. To by platilo len vtedy, ak by 2-i- 7 bolo redlne ¢islo, lebo pouzita
uprava logaritmov je ekvivalentnou upravou len na realnych Cislach. Ale 2-i-7 nie
je redlne Cislo, teda tito apravu nemozeme pouzit'.

3. V tomto dokaze sme sa nechali zmiast’ obrazkom. Problém je v tom, Ze nenastane
pripad, kedy by oba body Z a Y padli naraz do jednej polroviny urcenej priamkou AB,
ako sme predpokladali v oboch moznostiach. Vzdy jeden z bodov Y a Z padne
dovnutra prislusnej usecky AC, resp. AB a druhy mimo ne;j.

4. V tomto dokaze je problém v tom, Ze maléa kruznica pri otacani ,,preSmykuje*.
Lepsie si to uvedomime na priklade otacania Stvorca:

Vidime, ze pri otacani sa velky Stvorec oto€il o cely svoj obvod, pricom maly Stvorec
sa nielenze otocil o cely svoj obvod, ale eSte aj o nieCo navySe. Pri kruznici to nie je
také zreymé, lebo je ,hladka* a pri otacani sa tdto zmena deje spojito bez toho, aby
sme ju mohli pozorovat’.

Martin Hrinak

FhThTbh bbb dbdbhbhbdbdbhbldbdbbdbdbddbdbdbbdbdbddbdbdbdbbdbdbdbdbddb ettt

MINIMATIK - maly lexikon matematiky zakladnej Skoly - vyjde v nakladatel’stve
EDITOR, objednavky a informacie na tel.€. 02- 55415410, Borovcova
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MINIMIX - priloha ¢asopisu MATMIX pre Ziakov
1. stupna ZS

Mili nasi tretiaci a Stvrtaci (pripadne aj eSte mladsi),
vazené pani ucitel’ky a pani ucitelia na prvom stupni ZS,

na zaklade zdujmu mladSich Ziakov o rieSenia zaujimavych matematickych
problémov, o pripravu na druhy stupen zakladnej Skoly, pripadne o pripravu na priji-
macie skusky do primy osemro¢ného gymnazia, otvarame aj v tomto Skolskom roku
tato pravidelnt prilohu pre Ziakov prvého stupiia ZS . Radi by sme takto pomahali aj
uditelom na prvom stupni ZS pri praci s detmi, ktoré maju osobitné vlohy a zaujem
o matematiku.

V tomto ro¢niku nasej celosStatnej koreSpondencnej sut'aze ponukneme ziakom
prvého stuphia tri série po dvoch ulohach, spolu 6 uloh. Ulohy uverejnime po
dvoch v prvom, druhom a tretom C¢isle, ich rieSenia a poradie rieSitelov aj s menami
ich ucitel'ov budu uverejnené v druhom, tretom a Stvrtom Cisle. Za kazdu spravne
a uplne vyrieSenu ulohu dostane Ziak 10 bodov. Ziaci sa mozu do stt'aze zapojit’ aj
neskor a nemusia rieSit’ vSetky ulohy, staia tie, ktoré sa im pacia a ktoré vedia
vyriesit’. Niektoré zo spravnych rieSeni vyberie redakcia ¢asopisu na zverejnenie.

Radi privitame prispevky pre nasSich najmenSich od wucitelov a inych
pracovnikov, ktori sa zaoberaju vyu¢ovanim matematiky na prvom stupni ZS.
Budeme sa snazit’ ¢o najviac takychto prispevkov v plnej alebo skratenej forme
publikovat. Radi tiez privitame namety, pripomienky, tlohy do sut’aze, pripadne
vaSe skusenosti z prace pri vyucovani matematiky na prvom stupni a vSetko, ¢o
by pomohlo inym, najmi zacinajucim ucitePom.

Podobne ako hlavnu sutaZ, sponzoruje aj tato ¢ast’ firma CASIO. Ziak, ktory
skon¢i na prvom mieste, ziska kalkula¢ku znac¢ky CASIO. Ucitel' ziaka, ktory
skon¢i na prvom mieste, ziska predplatné ¢asopisu MATMIX na d’alsi Skolsky rok.
Kazdy ucastnik sutaze, ktory ziska asponi 31 bodov, dostane diplom nasho Casopisu
za Uspesné rieSenie sutaze.

Ulohy, ktoré budu zjavne odpisované od inych spoluZiakov, nebudeme hod-
notit’. Preto vas, ziakov, prosime, aby ste neodpisovali.

Pri rieSeni uloh nasej sutaze vam zelame vela peknych chvil’, a ak sa vam po-
tom bude matematika zdat' zabavnejSia a krajSia, budeme sa teSit’ spolu s vami,
vaSimi rodi¢mi a ucitel'mi.

Na rieSenia naSich ziakov a prispevky ucitel'ov sa uz teraz tesi

redakcia casopisu MATMIX
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Siitazné ulohy kategorie E (pre Ziakov 1. stupiia ZS)

Uloha E 1

Janko vravi Mirke: ,,VS§imni si, Ze v tomto mesiaci maja az tri soboty parny da-
tum!“ Mirka na to: ,,A ty si zapamadtaj, ze 28. v tomto mesiaci mam narodeniny, ale
ako vidim, nebude to vikend.* Deti, zistite, ktory defl v tyzdni bude mat’ Mirka naro-
deniny a svoje tvrdenie odovodnite!

Uloha E 2

Nestastné kralovstvo uz vel'a rokov ni€il zly drak, ktory mal tri hlavy a tri
chvosty. Udatny princ, ktory sa chystal draka porazit’ a odseknut’ mu vSetky tri hlavy,
aj vSetky tri chvosty dostal od dobrého ¢arodejnika zazracny mec, ktorym mohol od-
seknut’ drakovi naraz jednu alebo dve hlavy alebo jeden alebo dva chvosty. Ale po-
zor! Ak odsekne drakovi jednu hlavu, narasti mu d’alSie dve. Ak mu odsekne jeden
chvost, narasti mu d’alSie dva. Ak odsekne drakovi dva chvosty, narastie mu jedna
hlava, ale ak odsekne drakovi dve hlavy, nenarastie mu ni¢. Vy, deti, ste teraz princo-
vi poradcovia. Musite mu napisat’ poradie, v akom ma sekat’ hlavy a chvosty tak, aby
musel sekat’ ¢o najmenejkrat. ESte vdm prezradime, Ze po desiatich seknutiach sa za-
zra¢nd moc meca minie a vobec sa s nim nebude dat’ bojovat’.

RieSenia tychto dvoch uloh nam poslite do 28.10. 2002. (Rozhodu-
je datum na postovej peciatke.) Na kazdy papier napiste svoje meno a spo-
lu s prvou poslanou tlohou napiste prihlasku do sutaze, kde uvediete ok-
rem vasSho mena Skolu, triedu a meno vasej p. ucitel’ky alebo p. ucitel’a,
ktory vas u¢i matematiku. V d’alSich tlohach staci uz iba meno - krstne, aj
priezvisko.

Adresa:
MINIMIX
Metodicko-pedagogicke centrum
P. 0. BOX 14
Tomasikova 4

820 09 BRATISLAVA 29

AK mate zaujem, moZete si na tejto adrese objednat’ Casopis iba
pre vas, stoji na Skolsky rok 60,- Sk a dostanete vSetky 4 Cisla.
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Otvarame osmy ro¢nik MATMIXu

Redakcia ndasho casopisu zela vsetkym citatelom MATMIXu stastlivy novy Skolsky
rok 2002-2003. Aj v tomto roku sa chceme venovat priaznivcom matematiky a podobne ako
vlani, uverejnime v nasom casopise niekolko portrétov vyznamnych matematikov, zaujimave
Clanky a opdt nasu korespondencnu sutaz. Vzhladom na velmi nizky rozpocet sme museli
siahnut’ v tomto Skolskom roku k redukcii poctu cCisiel - vyjdu iba 4 Cisla za cely Skolsky rok.
S tym suvisi aj redukcia poctu kol nasej sutaze, cela sut’aZ vo vietkych kategoriach bude
mat’ iba 3 kold. Jednotlivé cisla vyjdu (ak dodrzime presne nd$ harmonogram) 25.9.,
10.12.,25.2. a 12.5..

Podobne, ako v predchadzajucich rokoch, vitazov jednotlivych kategorii sponzoruje
firma CASIO. Kalkulacky su od grafickej za 2800 Sk pre kategoriu n po beznu kalkulacku
pre kategoriu E. Druhy Ziak v poradi a najlepsi ucastnik mimo gymnazistov ziskavaju pred-
platné na dalsi rok. Prvych troch a najlepsieho ,,negymnazistu* z kazdej kategorie okrem E
pozveme na konci roka na sustredenie. Ucitelom matematiky vitazov vSetkych kategorii
venujeme predplatne na dalsi rok.

Dovolujeme si upozornit' naSich priaznivcov internetu, ze prdave vyslo u nas CD s
tematikou vyuzitia internetu v matematike ZS a SS. Obsahuje sprdvne adresy, ndvody, aj
vela ukazok, vhodnych na vyuzitie tam, kde je iba pocitac bez internetu. BliZsie informdcie v
redakcii.

Redakcia aj touto cestou dakuje za sponzorovanie mimoriadne vydareného sustrede-
nia MATMIXu v auguste 2002 v Sturove OZ EDUKACIA a firme CASIO.

Obsah
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