RieSenia sut’aznych uloh 3. série

1. Sucin troch za sebou iducich parnych cisel je v tvare 87.....8. Urcte prostrednych
5 cifier.

Riesenie:

Oznac¢me tri za sebou iduce parne Cisla zo zadania x, y, z. M6zu sa koncit’ na 0, 2, 4,

alebo na 2, 4, 6, alebo na 4, 6, 8, alebo na 6, &, 0, alebo na 8, 0, 2. Ich sucin sa konci

na cifru 8 len vtedy, ak sa spominané tri Cisla konc¢ia na 2, 4, 6. Dalej si vSimnime, ze
440-442 -444 =86 349120 < xyz < 448-450-452=91123 200,

z ¢oho vyplyva, ze hl'adané ¢islo x je vacSie ako 440, ale menSie ako 448. Preto musi
nutne platit’ x =442, y =444, z =446. Prostredné cifry v tomto pripade s 5, 2, 6, 6,
0, o ¢om sa presvedC¢ime vyndsobenim.

2. Siedmi hraci sa dohovorili, ze kto prehra, zaplati kazdému tol’ko penazi, kol'ko
kazdy hra¢ ma. Po siedmich partiach zistili, ze kazdy ma 12,80 Sk. Kol'ko mal na
zaCiatku kazdy hrac, ak vieme, ze kazdy raz prehral?

RieSenie:
Vsetci hra¢i mali na zaciatku spolu 7-12,80 Sk =89,60Sk. Nech prvy hra¢ mal na
zaCiatku x Sk. Prvl partiu prehral, a preto zaplatil Siestim hrd€om 7-12,80—x.
Zostalo mu potom x —(7 12,80 —x): 2x—7-12,80. Po druhej partii mal
2-(2x—7-12,80) Sk. Analogickym spdsobom zistime, ze po siedmej partii mal
2% .(2x —7-12,80) Sk. Dostavame tak rovnicu

2°.(2x—7-12,80)=12,80,
ktorej rieSenim dostavame x = 44,90 Sk. Potom druhy hra¢ mal na zac¢iatku 22,50 Sk,
treti mal 11, 30 Sk, stvrty 5,70 Sk, piaty 2,90 Sk, Siesty 1,50 Sk a siedmy 0,80 Sk.

3. V letnom turistickom tabore sa stretlo 5 chlapcov — Slovak, Poliak, Fin, Svéd

a Nemec. Zistili nasledujuce skuto¢nosti:

a) Kazdy z nich ovlada aspoii jeden cudzi jazyk, ale len tie, ktoré su materinskym
jazykom niektorého z ostatnych chlapcov.

b) Ziaden z jazykov neovladaju vietci piati.

c) Kazda dvojica vzdy najde spolo¢ny jazyk, ktorym sa méze rozpravat’.

d) Medzi tymito spolo¢nymi jazykmi su materinské jazyky vSetkych piatich.

e) Zistili, Ze vSetci ovladaju priemerne dva cudzie jazyky.

f) Slovak a Poliak ovladaju tri cudzie jazyky.

g) Ked sa Svéd isiel vykupat, ostatni $tyria hned’ nasli spoloénti re¢ — jazyk, ktori
ovladali vSetci Styria.

h) Podobna4 situacia nastala aj vtedy, ked’ sa Svéd vratil a Fin sa odisiel ¢Inkovat'.

1) Aby sa mohli zhovarat’ po Svédsky, museli by odist’ dvaja.



j) Po finsky a po pol'sky vedia spolu len dvaja.

k) Poliak a Fin sa vedia spolu zhovarat’ v dvoch reciach, ale nemc¢ina medzi ne
nepatri.

1) Slovak a Svéd mézu vzajomne konverzovat len v jednej reéi.

Zistite, kto ovlada ktory jazyk.

RieSenie:

Na zaklade e) vieme, Ze spolu ovladaja 10 cudzich jazykov (kazdy pocitame
tol’kokrat, kol’ko I'udi ho ovlada). Jazyk, o ktorom sa hovori v g), zrejme nemdze byt
Svédcina. Podla j) to nie je ani finCina, ani pol'Stina. Podl'a k) to nie je ani nemcina.
Teda okrem Slovaka aj Poliak, Fin a Nemec vedia po slovensky, ale Svéd slovenéinu
neovlada. Potom jazyk, o ktorom sa hovori v h), nemdze byt slovencina, podla j) to
nie je ani pol’Stina, ani fincina, podl'a 1) ani §védCina. Preto okrem Nemca aj Slovak,
Poliak a Svéd musia vediet po nemecky, ale Fin nem¢inu neovlada. Slovédk nemoze
hovorit po §védsky, lebo potom by so Svédom ovladali 2 rovnaké jazyky. KedZe
Slovak ovlada tri cudzie jazyky, musi ovladat’ polstinu a fin¢inu. Tieto jazyky Svéd
ovladat nemdze. FinCinu a pol'Stinu ovladaju len dvaja, teda finCinu neovladaju
Poliak ani Nemec a pol'Stinu Fin ani Nemec. Poliak ovlada tri jazyky, preto musi
ovladat’ §véd¢inu. Z k) mame, ze Poliak a Fin musia mat’ eSte jeden spolo¢ny jazyk,
a tym uz moze byt len Svédc¢ina. Veelku dostdvame, Ze okrem svojich materinskych
jazykov Slovak ovlada pol’stinu, fininu anemcinu, Poliak ovladda slovencinu,
$védéinu a neméinu, Fin ovlada slovenéinu a §védéinu, Svéd ovlada neméinu a
Nemec ovlada slovenc¢inu. SkuSkou overime, Ze toto rozdelenie jazykov vyhovuje
zadaniu.

4. Uvazujme trojuholnik 4BC, v ktorom vyska BD dizky 4 deli stranu AC na dve
Casti, ktoré su v pomere 1 : 8. Vypocitajte dlzku useCky EF rovnobezne]
s vyskou, ktora deli trojuholnik na dve obsahom rovnaké Casti.

RieSenie: B
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Bez uymy na vSeobecnosti nech je u :%. Potom obsah trojuholnika BCD je g

DC|
. , ., o ICD| 8 .
obsahu trojuholnika 4ABC (maji rovnaku vysku BD a m = 5 ). Z podobnosti



trojuholnikov CEF a CDB dostavame

‘EF‘Z _ Sacer :%SAABC _ 9

‘BD‘Z_SACDB SSapc 16

EF[* =|BD[’ -%:16-%:9. Preto |EF|=3.

9

odkial

5. Urcte trojicu najmensich po sebe iducich prirodzenych ¢isel, pre ktoré plati, Ze
ich sucet je druhou a zaroven tretou mocninou prirodzeného ¢isla.

RieSenie:

Hladané tri ¢isla ozna¢me x —1, x, x +1. Potom sa ich sucet rovna
x—1+x+x+1=3x.

Ak je nejaké Cislo druhou aj tretou mocninou prirodzeného cCisla, exponenty v jeho

prvociselnom rozklade musia byt delitelné dvoma aj troma, teda kazdy exponent

musi byt delitel'ny Siestimi. Ked’Ze Cislo 3x je delitel'né tromi, musi byt’ deliteI'né aj

3%, Preto najmensia hodnota 3x je 3%=729. Z toho vyplyva, ze x=243. Hladan¢

Cisla potom su 242, 243 a 244, ¢o 'ahko overime skuskou.

6. Dokazte, ze v kazdom trojuholniku ABC existuje prave jeden taky bod X, Ze
trojuholniky 4BX, BCX, CAX maji rovnaky obsah a ngjdite ho.

RieSenie:

Uvazujme Standardné oznacenie
v trojuholniku ABC. Ked’Ze sa ob-
sahy trojuholnikov ABX, BCX,
CAX rovnaju aspolu pokryvaju
cely trojuholnik 4ABC, potom ich
obsahy su tretinou obsahu

trojuholnika ABC. Uvazujme X r
trojuholnik ABX. Ten ma s tro-
A -~ \

juholnikom ABC spolo¢nu stranu B

AB, apreto jeho vySka ma q
velkost’ %vc. Preto bod X musi
1
3

a ktord obsahuje aspoinl jeden vnutorny bod trojuholnika ABC. Podobne bod X musi

patrit’ priamkam ¢ a p, ktoré si rovnobezné s BC, resp. AC a ich vzdialenosti od nich

su %va, resp. %vb, a obsahuju aspon jeden vnutorny bod trojuholnika ABC. Kazda

z tychto troch priamok je jednozna¢ne urcend. Prienikom troch priamok moéze byt
priamka, bod alebo prazdna mnozina. Ked'Ze strany trojuholnika s r6znobezné, budu
aj tieto tri priamky navzajom roznobezné. Preto ich prienikom nemoéze byt priamka.
Potom ich prienik obsahuje maximalne jeden bod, a tak dostdivame maximdlne jeden

lezat' na priamke r, ktord je rovnobezna s priamkou 4B a je od nej vzdialend Sv,



bod X s danou vlastnost'ou. Teraz si ukdzeme, Ze taky bod naozaj existuje a je nim ta-
zisko trojuholnika ABC.
Z vlastnosti taziska vieme, Ze plati ‘CCO‘ =3- ‘T Co‘- Nech 7] je pita kolmice

zbodu T na stranu 4B. Trojuholniky 77,C, a CC,C, si podobné podla vety uu.

T |ITC| 1 . ,
Preto = =—, a teda ‘CCI‘ :3-‘T Tl‘. Potom pre obsah trojuholnika ABT

ICCy| [CCy| 3
dostavame

S\ inr :l.‘AB‘.‘Tﬂ‘:l.‘AB‘.l.‘CCI‘:l. l-\AB\-\Cq\ s e
2 2 3 3\2 3
Analogicky dostaneme aj C
Sagcr =Sascr :%SAABC'
Preto tazisko T vyhovuje
podmienkam zo zadania. Tym B, A
sme tvrdenie Glohy dokazali. 0
A G T, G B

7. Jeden Clen Klubu naSiel 7 diamantov. Jeden si nechal a dvom dalSim ¢lenom
Klubu zaslal anonymne po troch diamantoch s odkazom, aby si jeden nechali
a zvys$né dva poslali inym dvom ¢lenom Klubu. Urcte, kol’ko mal Klub ¢lenov, ak
vieme, ze pravdepodobnost’ rozdelenia diamantov medzi prave 6 osOb sa rovna
pravdepodobnosti rozdelenia diamantov medzi 7 osob.

RieSenie:

Zrejme ak bude pocet ¢lenov Klubu 3, 4 alebo 5, tak dané pravdepodobnosti st rovné
nule, a teda sa rovnaju. V pripade 6 Clenov je pravdepodobnost’, ze diamanty budia
rozdelené medzi 7 os6b nulova, ale pravdepodobnost’ ich rozdelenia medzi 6 osob je
nenulova. Preto Klub nemohol mat’ 6 ¢lenov. Oznac¢me si pocet ¢lenov Klubu m.
Sta¢i nam teraz uvazovat m=>7. Nech A je nalezca diamantov, B a C nech su
Clenovia Klubu, ktori dostali diamanty od A. Bez ujmy na vSeobecnosti B posiela
diamanty ako prvy. Nech P(k) je pocet moznosti rozdelenia 7 diamantov medzi
k osdb. Pri rozdeleni diamantov medzi 7 os6b B posiela diamanty dvom z m —3
0sob, C potom dvom zo zvys$nych m —5 T'udi, teda

o))

Pri rozdeleni medzi 6 os6b prave jedna z nich dostane 2 diamanty. Tu mdzu nastat’
dve moZnosti:



1. B posiela jeden diamant A alebo C a druhy niekomu z m — 3 Tudi, C potom posiela
-3 -4
diamanty dvom z m — 4 T'udi. Tu dostavame 2 - (m . ] (m 5 J moznosti.

2. B posiela diamanty dvom z m —3 Tudi — ozna¢me si ich D, E. Potom C posiela
jeden diamant niekomu zo Stvorice A, B, D, E a druhy nieckomu zo zvySnych m —5

o T m—3 m—=5)
'udi. Pri tejto druhej moZnosti dostavame 5 4. . mozZnosti.

Vcelku dostavame, ze

P(6):2(m_3j-(m_4J+(m_3]-4-(m_5]:3-(m—3)(m—4)(m—5).

1 2 2 1
Kedze P(6)= P(7), dostivame rovnicu
(m—3)(m—4) (m_Sxm_6):3-(m—3)(m—4)(m—5).

2 ' 2
Jej rieSenim dostdvame Styri rieSenia: 3, 4, 5, a 18. V Klube mohli byt 3, 4, 5

Clenovia (trivialne riesenia) alebo Klub mohol mat’ 18 ¢lenov (netrivialne rieSenie).

8. Najdite vSetky trojuholniky ABC, v ktorych pri Standardnom oznaceni plati
tga +tgf +tgy =tga - tgf - tgy .

RieSenie:
Na zaklade toho, Ze sucet vnatornych uhlov v trojuholniku je 180° a vlastnosti
funkcie tangens mame, Ze plati

tgy =tg(180°—a - B)=—tg(a + B).
Funkcia tangens je na intervale (O°;1 80°) definovana pre vSetky hodnoty okrem 90°.
Preto nutnou podmienkou pre trojuholnik ABC je a, f,y #90°. Ak y #90°, potom
o+ #90°,ateda tg(a + ﬂ) je definovany. Potom
_ tga+tgf

1-tga -tgf
Prendsobenim oboch stran tejto rovnosti vyrazom 1 —tge - tgf (je nenulovy, lebo

tgy =—tgla + f)=

a + [ #90°) a postupnymi Gpravami dostavame
tgy-(1-tga - tgf)=—(tga + tgp),
tgy —tga -tgf-tgy =—tga —tgfp,
tgy +tga +tgf=tga -tgf-tgy.
Vidime, ze tvrdenie plati pre vSetky pripustné hodnoty «, S,y . Rovnost’ zo zadania
teda spiiiaju vietky nepravouhlé trojuholniky.



9. Dany je trojuholnik ABC. Zostrojte rovnostranny trojuholnik XYZ, ktory ma
rovnaky obsah ako trojuholnik 4BC.

RieSenie:

A=X B Y

Najprv zostrojme trojuholnik ABD taky, ze uhol pri vrchole 4 je 60° a tento trojuhol-
nik ma rovnaky obsah ako trojuholnik ABC. Bod D zostrojime tak, ze bodom C bu-
deme viest’ rovnobezku p s priamkou 4B . Bod D najdeme ako prienik polpriamky ¢
s krajnym bodom A4, ktora zviera uhol 60° s useckou 4B . Trojuholniky ABC a ABD
majui rovnaky obsah vd’aka tomu, ze maji spolo¢nu stranu 4B a rovnaka vysku na
tuto stranu. Vyuzitim vzorca na vypocet obsahu trojuholnika dostavame

Sausc = Sauo = +|4B|4Dsin|2BAD| - %ABHAD\ .
Kedze mame n4jst’ taky rovnostranny trojuholnik XYZ, ktory ma rovnaky obsah ako
trojuholnik ABC , musi platit’
V3
_x )
) 4
kde x je dlzka strany trojuholnika XYZ. Porovnanim dostdvame, Ze musi platit’

SAABC = SAXYZ =

xX= ‘ABHAD. Usecku s takouto dizkou M
vieme zostrojit’ napriklad pomocou Euklidove;j k
vety o vySke — zostrojime si tuUseCku KL

s dizkou |4B|+|AD| abod N patriaci tejto
usecke, pre ktory plati ‘KN ‘ = ‘AB‘ :

Zostrojime kruznicu k nad priemerom KL.
Potom zostrojime bod M patriaci kruznici K N

k akolmici na usecku KL prechadzajucu
bodom N. Potom

N = KNIV = JJ4B] 4D = x.
KedZe mame danu vzdialenost x, vieme
trojuholnik XYZ zostrojit’.

ot
=




10. Pre l'ubovolné a,b,c € R" rozhodnite, ktoré z &isel

A:3+(a+b+c)+(l+l+1j+(ﬁ+é+£j, B:3(a+1)(b+1)(0+1)
a b c c a abc +1

je vacsie.

RieSenie:
Pomocou Upravy na spolocného menovatela a ekvivalentnych Uprav dostavame, Ze
plati

abc(abce +1)A— B) = ab(b +1)ca - 1)2 +bc(c+1)ab - 1)2 +cala+1)bc - 1)2 .
Vyrazy na pravej strane si nezaporné, lebo a,b,c € R™ a druhé mocniny relnych
¢isel st nezaporné. Preto 4— B >0, ateda 4> B. Rovnost A= B nastava prave

vtedy, ked’ je prava strana nulova, a teda musi platit, Ze vSetky tri vyrazy na pravej
strane su nulové, ateda ca =ab=>bc=1. Vynasobenim tychto rovnosti dostdvame

a’b*c? = 1, odkial mame vdaka podmienke a,b,ce R* abc=1. Ak sem dosadime

ab =1, dostavame ¢ =1. Analogicky dostaneme aj b=1 a a=1. Plati teda, ze 4> B
a rovnost’ nastava prave vtedy, ked a=b=c=1.

11. Dokéazte, ze pre l'ubovolné prirodzené cisla m,n,p existuje polynom Q(x)
s celoCiselnymi koeficientmi, pre ktory plati, ze

XM X PP 2 (x2 +x+ I)Q(x).

RieSenie:
Upravme si polynom x>" + x> 4 372 _x2 _x—1:
M3 B 2 xo1=x" —1+x(x3" —1)+x2(x3p ~1)=
= (x3 —1Xx3’”_3 + x>0 +...+1)+ x(x3 —1Xx3”_3 +x0" 0 1)
+x2(x3 —1Xx3p_3 +xP 04 l)z (x3 —11(x3m_3 + x4+ 1)+
+ x(xa’"_3 +x"0 1)+ x* (x3p—3 +x P04+ I)J: (x— 1)()(?2 +Xx+ I)P(x),
kde sme polozili
P(x)= (x3’”‘3 T +1)+ x(x3”_3 +x0"0 1)+ xz(x3f”‘3 +xP0 4 1).
Vcelku teda dostdvame
XM X PP (xz +x+ 111 +(x-1)P(x)]= (xz +x+ I)Q(x),
kde sme polozili O(x)=1+ (x—1)P(x), a teda sme hFadany polyném Q(x) nasli.

12. Oznaéme a,b,c dizky stran trojuholnika a S jeho obsah. Dokarte, Ze plati
nerovnost’
a’ +b* +c? 2438
a zistite, kedy nastava rovnost’.



RieSenie:

Podla Herénovho vzorca plati S% =s(s—a)(s —b)s— c), kde s= %(a +b+c).
Upravami dostavame, ze plati 165 =(a+b+c)—a+b+cla—b+c)a+b-c)=
=—a* —b* —c* +2a’b* +2b%c* +2¢%a*. S dokazovanou nerovnostou je ekvivalentna

nerovnost’ (a2 +b% + 02)2 >3.16-S%. Ak sem dosadime za 16-S? z predchadzaja-
ceho vztahu a upravime, dostaneme ekvivalentnli nerovnost’
at +b* + et —a?b? —b%e? - > 0,
ktora je ekvivalentna s nerovnost'ou
(a2 —bz)z +(b2 —02)2 +(c2 —az)z >0.
Posledna nerovnost’ plati pre vSetky realne Cisla a,b,c, ateda tvrdenie Glohy sme

dokézali. Rovnost’ v nej nastdva prave vtedy, ked’ a =b=c, teda prave vtedy, ked’
ide o rovnostranny trojuholnik.



