RieSenia uloh 3. série koreSpondencnej stut’aze
v Skolskom roku 2006/2007

1. Rozdelte Stvorec 13x13 na 11 a 12 menSich Stvorcov s celo¢iselnymi
dizkami stran.

RieSenie: Jedno z moznych rieSeni ulohy je na obrazkoch: vlavo je rozdelenie
Stvorca na 12 a vpravo na 11 menSich Stvorcov. Na oboch obrazkoch ma naj-
mensi pouZity Stvorec rozmery 1x1.

Komentar (opravoval Martin Hrindk): Za rozdelenie Stvorca na 12 menSich
Stvorcov ste mohli ziskat’ 2 body a za rozdelenie na 11 Stvorcov 3 body. Prva
Cast’ zvladla vicsSina z vas bez problémov, avSak rozdelit’ Stvorec na 11 Stvorcov
vas uz dokazalo ovel’a menej. Niektoré chybné rieSenia spocivali na predpokla-
de, Ze Stvorce musia byt rovnaké, avsak toto tvrdenie sa v zadani nenachadzalo.

2. Peter presiel autom tretinu cesty, ked’ mu doSiel benzin. ZvySok cesty musel
ist peso. Cas, za ktory presiel cestu, ktoru Siel peso, bol dvadsatkrat dlhsi
neZz ¢as, pocas ktorého Siel autom. Kol'kokrat rychlejsie Siel Peter autom nez
peso?

RieSenie: Peter iSiel tretinu cesty autom a zvySok cesty, ¢ize dve tretiny, peso.
To znamenad, Ze peSo iSiel dvakrat dlhsi usek cesty ako autom. To mu trvalo 20-
krat dlhsie ako cesta autom. Teda prejst’ jednu tretinu celej cesty peSo mu trvalo
10-krat dlhsie ako tsek rovnakej dizky autom. Z toho vyplyva, Ze Peter $iel
autom 10-krat rychlejsie ako peso.



Komentar (opravovala Katarina Skrovinova): Uloha vi¢§ine z vas nerobila
problémy. Niektorym chybal slovny komentar k ulohe alebo odpoved’ na otazku
zo zadania. Ked’ si zvolite nejaké premenné, mali by ste napisat’, ktord Co zna-
mena, eSte predtym, ako ich za¢nete pouzivat’.

3. Na stole lezi 11 karticiek, na ktorych su vSetky prirodzené Cisla od 1 do 11.
Gustav si vybral jednu karticku a svojim kamaratom povedal, Ze ak by
vynasobili pocet karti¢iek, na ktorych su mensie Cisla ako jeho ¢islo, po¢tom
karti¢iek, na ktorych su Cisla vacsie ako jeho cCislo, dostali by rovnaky vysle-
dok, ako keby mal ¢islo o 2 vac¢sie. Aké Cislo bolo na Gustavovej karticke?

RieSenie: Ozna¢me pismenom X karticku, ktorti si Gustdv vybral. Pocet karti-
¢iek, na ktorych st menSie ¢isla ako jeho ¢islo, je X —1. Pocet karticiek, na kto-
rych su Cisla vicsie, je 11— X. Preto sa hodnota sucinu tychto dvoch ¢isel rovna

(x—=1)11-x%)=—x> +12x—11.
Ak by sme zopakovali to isté pre karticku s ¢islom o 2 va¢sim, dostali by sme
sucin

(X+2-1)11—(x+2))=—x> +8x+9.

Preto musi platit’

— x> +12x-11=-Xx" +8x+9.
Po uprave dostaneme linedrnu rovnicu 4x =20, ktord m4 jediné rieSenie X =5.
Skaskou sa mozeme presvedcit, Ze toto rieSenie naozaj vyhovuje.

Komentar (opravoval Martin Hrifidk): Inou moznost'ou rieSenia tejto ulohy bolo
preskusanie vSetkych moznych ¢isel na kartickach.

4. Zistite, €1 sa da pravidelny Sest'uholnik rozdelit na 12 zhodnych Stvoruholnikov.

RieSenie: Uloha ma viacero rieSeni, napr.:



Komentar (opravoval Martin Hrindk): Body ste stracali hlavne vtedy, ked’ ste
nedokézali, Ze Casti, na ktoré ste Sestuholnik rozdelili, st zhodné. Za najdenie
spravneho rieSenia ste mohli ziskat’ 2 body. Zvysné tri body boli za to, ako ste
zdovodnili, Ze su tieto Casti zhodné.

5. N§jdite naymensiu hodnotu vyrazu

X = p|+[x—15]+|x— p-15

5

ak viete, Ze plati p<x<15, 0< p<15.

RieSenie: Hodilo by sa nam, keby sme sa zbavili absolitnych hodnot. Ak je
vyraz v absolitnej hodnote nezaporny, tak absolitnu hodnotu si moéZeme
»odmysliet*. Naopak, ak je vyraz zaporny, tak absolutnu hodnotu odstranime,
ale povodny vyraz zmenime na opacny. Z podmienok v zadani vieme, ze plati
X>p,teda Xx—p =0, ¢ize plati
x=p[=(x-p).
Dalej plati x<15, teda x—15<0, &ize plati:
X —15)=—(x-15).

Od nerovnice X <15 odpocitame od oboch stran p a dostaneme, ze plati

X—p<15-p.
Kedze p>0,tak 15— p <15. Celkovo dostavame x— p <15, teda
X—p-15<0,

¢ize plati:
x-p-15]=-(x-p-15).
Vyraz zo zadania vieme napisat’ takto:
(x—=p)-(x=15)—=(x—p—-15)=30—-x.
Vyraz 30— X nadobuda najmenSiu hodnotu, ked’ je X najvacsie. Preto minimalna
hodnota vyrazu je pre X=15 a p l'ubovol'né. Minimalna hodnota vyrazu je 15.

Komentar (opravoval Michal Takécs): VacSina z vas ulohu tspeSne vyriesila.
Body ste mohli stratit’ napriklad za to, ked’ ste uvazovali, Ze X, p su celé &isla.
RieSenia, ktoré sa zakladali na nesprdvnej Uivahe, boli ohodnotené 1 bodom
v pripade, ak bol vysledok spréavny.



6. Dokazte, Ze ak mame zadanych 9 mreZzovych bodov v priestore, potom exis-
tuju aspon dva z nich take, Ze aj stred tiseCky nimi uréenej je mrezovy bod.

RieSenie: MreZovy bod v priestore je jednoznacne uréeny svojimi tromi siradni-
cami. Kazda z nich je bud’ parna, alebo neparna. To znamena, Ze celkovo mame
2-2-2 =8 moznosti, aké mo6ze mat’ bod suradnice z hl'adiska ich parity. Ked'ze
mame bodov 9, na ziklade Dirichletovho principu aspon dva znich budia
rovnakého typu, teda budii mat’ rovnakt paritu zodpovedajucich si suradnic.
Potom stred tUseCky nimi urCenej je mreZovym bodom, pretoZze ak si obe
stradnice parne, napr. 2k a 2l, kde k a | st celé ¢isla, potom stred usecky nimi
uréenej ma zodpovedajucu suradnicu K+1, ¢o je celé ¢islo. Ak by boli
zodpovedajuce suradnice neparne, teda napr. 2k +1 a 21+1, kde kal st celé
Cisla, potom stred tsec¢ky nimi ur¢enej ma zodpovedajicu suradnicu k +1+1, ¢o
je opét’ celé cislo.

Komentar (opravoval Martin Hrindk): VacsSina z vas pouzila prave Dirichletov
princip, ale nasli sa aj rieSenia, ktoré ho pouzili v skrytej podobe.

7. Danych je k ¢isel napisanych v riadku. Dokazte, Zze vzdy sa da najst’ nie-
korl’ko ¢isel iducich za sebou, ktorych sucet je delitel'ny ¢islom K.

RieSenie: Uvazujme ¢isla a;, i=1,2,...,k, ktoré dostaneme ako sucet prvych
I ¢isel v riadku. Dostali sme k ¢isel. Z hl'adiska delitel'nosti ¢islom k m6zeme
dostat’ len k r6znych zvySkov. Ak je jeden z nich 0, napr. a; =0, nasli sme hla-

dané cisla — je to prvych j Cisel v riadku. Ak sa medzi zvySkami ¢islo 0 nenacha-
dza, na zaklade Dirichletovho principu sa tam nachadzaju dva rovnaké zvysky,
napr. a; a @, pricom j<I. Potom su hladanymi ¢islami Cisla, ktoré su na

(j +1)-V0m az |-tom mieste v riadku, pretoze ich stcet dava po deleni Cislom

k zvySok 0.

Komentar (opravoval Martin Hritiak): Uloha bola trochu naroénejsia na uvazo-
vanie. Mnohi z vas sa odvolavali na to, Ze v zadani nebolo napisané, o aké Cisla
ide. AvSak akondhle sa za¢ne hovorit’ o delitel'nosti, je zrejmé, Ze sa ivahy vzta-
huju len na ¢isla celé €1 prirodzené.



8. N4jjdite najmenSie prirodzené Cislo n, pre ktoré vieme ndjst’ 15 r6znych
prvkov aj, a,,... , a5 mnoziny {16,17, ..., n} takych, ze a, je delitelné
Cislomk pre k=1, 2,...,15.

RieSenie: Aby sme vObec mohli vybrat 15 réznych prvkov z mnoZziny
{16, 17, ..., n}, tak tato mnozina musi mat’ asponn 15 prvkov, ¢ize N musi byt’
aspon 30. Lenze medzi ¢islami 16 az 30 st 4 prvocisla: 17, 19, 23, 29. Tie su de-
liteI'né len jednotkou a samé sebou, ¢iZe jedno z nich m6Zme pouzit’ ako a,, ale
ostatne s nepouzitel'né, lebo nie su delitelné Ziadnym z Cisel 12 az 15. Preto
potrebujeme, aby mnozina {16, 17, ..., n} obsahovala aspon 14 zlozenych ¢isel.
TakZe n musi byt asponi 34, ked’ze medzi 30 a 33 sa nachadza eSte 1 prvocislo
31. Tymto sa nam podarilo n ohranicit’ zdola. ESte vS8ak musime ukazat, ze
n=34 naozaj vyhovuje zadaniu, teda ndjst prvky a, az a;5 z mnoZiny
{16,17,...,34} také, ze a, je delitelné ¢islom k, pre k =1,...,15. To sa da spra-
vit’ napr. nasledujiicim spésobom: a, =17, a, =34, a; =33, a, =16, a5 =25,
ag =18, a; =21, ag =32, ay =27, a;, =20, a;; =22, a;, =24, a;; =26,

a4 =28, ;5 =30. Tym sme dokézali, Ze naymenSie hl'adané n je 34.

Komentar (opravovala Katarina Skrovinova): V skuto¢nosti existuje aZ desat
roznych spdsobov, ako vybrat’ prvky @, aZ a;5 z mnoZiny {16,17,...,34}, nam
vSak stacilo ngjst’ jeden spdsob. Drviva vicsina z vas prisla k spravnemu vysled-
ku. Niektori si uvedomili nepouzitelnost’ prvocisel, ostatni sa snazili vyberat’ na-
sobky Cisel 1 az 15 tak, aby n bolo ¢o najmensie. Lenze pri tom druhom type rie-
Senia ste mnohi nedostato¢ne, resp. vobec nezdovodnili fakt, Ze pri inom spdso-
be vyberania prvkov by n nemohlo byt mensie, za o ste stracali 1 bod.

9. Cleny postupnosti {an }:Ozl celych ¢isel spitajii rovnicu
a,., =a, +1999.

Dokazte, ze tato postupnost’ obsahuje maximalne jeden Stvorec (druht moc-
ninu celého ¢isla).

RieSenie: Na uvod si povedzme niekol’ko faktov o zvySkoch po deleni ¢islom 4.
Cislo 1999 dava po deleni ¢islom 4 zvy$ok 3. Druha mocnina celého &isla moze
davat’ po deleni Cislom 4 len zvySok 0 alebo 1. Tretia mocnina celého ¢isla
nemoze davat’ po deleni Cislom 4 zvySok 2. Preto a,,, N =2, nemo6ze davat’ zvy-



Sok 1 po deleni 4. Ak a,,, n>2, dava zvySok 0 po deleni 4, potom predchadza-
juci Clen a,,_; musi davat’ zvySok 1 po deleni 4. Preto moze byt ¢lenom a,_; je-
dine a;, ateda n=2. Preto jedini dvaja kandidati na druhé mocniny st prvy

a druhy cClen. Ak je znich druhou mocninou len jeden, tvrdenie je dokdzané.
Predpokladajme, Ze to tak nie je, teda prvé dva Cleny st Stvorcami — predpokla-

dajme, Ze a, = x? a a, = y2, kde X a'y su nezaporné celé Cisla. Potom na zaklade
vzt'ahu zo zadania plati

y? =x%+1999,
odkial’ po uprave dostavame, ze plati

1999::(y——x3Xy—rx3)

Ked'ze 1999 je prvocislo a x nezaporné ¢islo, musi platit’

y—x’ =1,

y+ x> =1999,
Vyriesenim tejto sistavy dostavame, ze y=1000 a x> =999. Aviak &islo 999

nie je tretou mocninou celého Cisla, preto nemoézu byt sucasne dva prvé Cleny
postupnosti druhymi mocninami celych ¢isel. A ked’Ze iné ¢leny druhou mocni-
nou byt nemo6zu, dostdvame, ze uvedena postupnost’ obsahuje maximalne jednu
druhu mocninu, ¢o sme chceli dokazat’.

Komentar (opravoval Martin Hrifidk): Uloha bola naro&na a neudelil som za fiu
vel'mi vel'a bodov. KIi¢ovou myslienkou tu bolo uvedomenie si zvySkov po
deleni 4. Existuji aj in¢, nie vel'mi pekné rieSenia tejto ulohy, ktoré su vSak
znacne rozsiahlejSie ako toto.

10. Urcte vSetky celociselné rieSenia rovnice

yr =1+ X+ % +x° +x*.

RieSenie: Po pohl'ade na rovnicu vieme povedat’, ze ak st celé ¢isla X, y rieSe-
nim rovnice, tak jej rieSnim su aj ¢isla X, —y. Preto budeme hl'adat’ také riese-
nia, v ktorych je y nezaporné. Na rieSenia so zapornym Yy vSak nezabudneme pri
odpovedi.
Skusanim celkom I'ahko najdeme rieSenia:
Xx=0,y=1,
X=-1, y=1.



Nasou Uulohou je ngjst vSetky celé Ccisla x, pre ktoré¢ je vyraz
1+ x+ x> + x>+ x* stvorcom nezaporného celé¢ho Cisla (d’alej len Stvorcom).
Ukazeme, Ze tento vyraz nemoéZe byt Stvorcom okrem niekol'kych hodnot
neznamej X.

Jednou z metod, ako ukdzat, preco nejaky vyraz nemodze byt Stvorcom, je
nasledujuca. Ngjdeme také celé Cislo z, Ze vyraz 1+ X+ X2 + x> + x* lezi medzi
Stvorcami dvoch po sebe iducich &isel z, z+1. Dal§i $tvorec medzi nimi uz
nemoze byt. V rieSeni urobime eSte jeden krok navyse. Povodna rovnicu vyna-
sobime Styrmi a budeme hl'adat’ rieSenia ekvivalentnej rovnice:

(2y) =4+4x+4x> +4x3 + 4x*.
Vidime, Ze aj vyraz 4 +4x+ 4%% +4x3 + 4x* musi byt Stvorcom (je to ekviva-
lentné s tym, e 1+x+ x> +x> +x* je stvorcom). Vsimnime si, e pre skoro

vSetky X platia odhady (zistime presne pre ktoré):

@x2+x+1f>4+4x+4xz+m@+4x4>@x2+xf
M (2)
Po roznasobeni a od¢itani prislusnych ¢lenov dostaneme, Ze tieto nerovnosti su
ekvivalentné s nasledujiicimi nerovnostami:

(1) x2 —2x—3>0,
(x—=3)x+1)>0, plati pre x>3 a x<—1.
(2) 32 +4x+4 >0,

2) 8
3(X + gj + 3 >0, plati pre vSetky X.

Vidime, ze pre X>3 apre X<-1 lezi vyraz 4+4Xx+ 4x% +4x3 +4x* medzi
dvoma po sebe idicimi Stvorcami, teda nemoze byt Stvorcom. To znamena, Ze
staci overit’ pripady X € {— 1,0,1,2, 3} napriklad dosadenim do povodnej rov-
nice. Dostaneme uz len jedno d’alSie rieSenie, a to:

x=3,y=11.

RieSeniami su tieto usporiadané dvojice (X, y):

(-1,1), (-1, -1), (0, 1), (0, -1), (3,11), (3, —11).

Komentar (opravoval Michal Takacs): V rieSeni sme ani nepotrebovali tipovat’
rie§enia. Neskor nam totiZ vyslo, aké X stadi vyskusat’. Casto sa viak stava, Ze sa
nam podari vylucit’ skoro vSetky pripady a na nejaké trivialne neprideme. Preto
sa oplati obetovat’ na zaciatku rieSenia problému minttku a skuasit’ njst’ nejaké



rieSenia. Vac¢Sina vasSich rieSeni obsahovala v podstate len rieSenia rovnice bez
dokazu, Ze iné neexistuju. Ak ste ich nasli vSetky, tak vdm bol udeleny 1 bod.

11. Urcte vSetky redlne Cisla X, pre ktoré plati, Ze Cislo

X"+ x"

je prirodzené pre vSetky prirodzené Cisla n.

RieSenie: Je zrejmé, Ze X sa nemdze rovnat’ 0. Zo zadania je zrejmé, ze pre hla-
dané &islo x musi byt &islo x+x ™! celé. Predpokladajme, Ze mame také &islo x.
Jednoduchym nasobenim zistime, ze plati

X"+ %" =[x x M e x ) (k02 x4
Potom na zdklade matematickej indukcie dostavame, ze vSetky cCisla tvaru

X" +x™" su celé pre vSetky prirodzené &isla n. Preto nam staéi najst’ vietky X,

pre ktoré je &islo x+x ' celé. Musi teda platit’

X+X=m,

kde m je celé ¢islo. RieSenim kvadratickej rovnice
X2 —mx+1=0

dostavame, Ze vyhovuju vSetky reélne Cisla v tvare
_m+ym* -4

B 2

b

kde m je celé ¢islo roézne od —1,0,1.

Komentar (opravoval Martin Hrifak): Uloha sa dala riesit’ viacerymi sposobmi,
tento bol znich najkrat§i aaj najkraj$i. Inou cestou moéze byt pouZitie
binomickej vety a nasledné upravy vzniknutej rovnosti.
12. Pre realne Cisla X, X,,... plati

Xnem = Xm — Xn| <1

pre vSetky m, n prirodzené. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla m, n plati




RieSenie: Matematickou indukciou vzhl'adom na n dokazeme, Ze pre vSetky pri-
rodzené Cisla m plati

X — MXe| < 1.
Pre n=1 dostdvame, ze tvrdenie plati:

Xy = Xm| =0 <1.
Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre n. Potom plati aj pre n+1, pretoze na
zadklade tvrdenia zo zadania, indukéného predpokladu a nerovnosti pre absolutne
hodnoty

b

la+b|<la]+]b

ktora plati pre vSetky realne Cisla a, b, plati
‘x(n+1)m —(n +1)xm‘ < Xnem = Xmn = Xm| 4 [Xmn = NXp| <141
Preto pre vSetky prirodzené ¢isla n plati
Xom = MXp| <.
Potom
IMX,y = NX0p | <[ Xy = M|+ X = X <M 41

a predelenim kladnym ¢islom mn dostaneme poZadované tvrdenie.

Komentar (opravoval Martin Hritiak): Uloha opét’ nedopadla vel'mi slavne. Obe
rieSenia, ktoré ziskali nenulovy po¢et bodov, obsahovali dobré myslienky, avSak
chybala im zavere¢na uprava.

13. Ngjdite vSetky prirodzené ¢isla m, n, ktoré su rieSenim rovnice

RieSenie: Rovnicu zo zadania si m6zeme upravit’ takto:

mm+n — nn—m

b

n
n
mmnm :—n,
m

Cislo (mn)m je prirodzené. Plati, Ze n-t4 odmocnina (pricom n je prirodzené ¢is-

lo) z prirodzeného ¢isla je bud’ prirodzené Cislo, alebo iracionalne Cislo (skuste



: , : y S, \ n .
si to dokazat’ sami, napr. sporom). Ked’ze m aj n su prirodzené Cisla, tak — je
m

racionalne cCislo, teda to musi byt prirodzené ¢islo aplati n=km, kde kje
vhodné prirodzené Cislo. To méZeme dosadit’ do pdvodnej rovnice a dostaneme:
mm(k+1) _ (km)m(k—l)'

bA 4 4 /4 A v . %) 1
Ked’ze obe strany s nezdporné, mézeme ich umocnit’ na —
m

m k+1 — (km)k—l

mk+1

mk—l

:kk_l.

m? = kK1,

Ked’ze obe strany su nezéporné, mézeme ich odmocnit’

m=k 2,
k=l k1
n=kk 2 =k 2.
Lenze ¢islo k nemdze byt 'ubovolné, musi totiz platit’, ze m aj n su prirodzené
¢isla. To moze nastat’ len v dvoch pripadoch:
k-1 . k+1 , . L .
a) Ked - aj - s prirodzené C¢isla, (lebo vtedy umocniujeme
prirodzené ¢islo k na prirodzené ¢islo). To nastane prave vtedy, ked K je
neparne Cislo.
b) Ked’ kje druha mocnina prirodzeného ¢isla (lebo vtedy odmocnujeme
gisla k*7!, k**! ktoré su obe druhymi mocninami prirodzeného &isla).
Vo vsetkych ostatnych pripadoch, t. j. keby k bolo parne ¢islo, ktoré nie je
druhou mocninou prirodzeného ¢isla, by m aj n boli iracionélne ¢isla.
k=1 k+l
Zaver: RieSenim rovnice su vSetky usporiadané dvojice |k 2 ,k 2 |, priCom

k mdze byt Tubovolné neparne prirodzené ¢islo alebo druha mocnina
prirodzeného Cisla.

Komentar (opravovala Katarina Skrovinova): Robili sme len ekvivalentné
upravy, takze sme nasli vSetky rieSenia a ani skiiSka nie je potrebna. Nie je vSak
na Skodu presvedcCit’ sa, Ze vSetky nami ndjdené rieSenia skuto¢ne vyhovuju
zadanej rovnici.



14. Nech P je bod vnutri trojuholnika ABC. Ukéazte, Ze existuji jednoznaéne
urcené body A, na priamke AB a A, na priamke CA také, ze P, A;, A, su
kolinearne a plati |PA|=|PA,|. Podobne definujme body By, B,, C;, C, tak,
ze P, By, B, su kolineéarne, pricom B, lezi na priamke BC, B, lezi na priamke
AB a plati |PB,|=|PB,
lezi na priamke BC a plati ‘PCI‘ = ‘PCz‘ . N4jdite vsetky také body P, Ze tro-
juholniky AA,A,, BB,B,, CC,C, majui rovnaky obsah.

,a P, Cy, C, st kolinearne, C, lezi na priamke CA, C,

RieSenie: Mame dané priamky AB, AC a bod P leziaci vnutri trojuholnika ABC.
Chceme n4jst’ vSetky dvojice bodov A;, A, také, Ze body A, A,, P lezia na

jednej priamke a A, lezi na AB, A, na AC. Mo6Zu nastat’ dve situacie:

1. Polpriamky PA; a PA, maji rovnaky smer. Vtedy st body A a A, zhodné.
Aby A, lezal na AB a A, na AC, musia byt’ zhodné aj s bodom A.

2. Polpriamky PA;, a PA, maji opac¢ny smer. Vtedy sa bod A, zobrazi do bodu
A, v stredovej simernosti podl'a bodu P. A, lezi na AB a A, na AC. Zobrazime

priamku AB v stredovej stimernosti podla bodu P na priamku A'B'. Bod,
v ktorom sa priamka A'B' pretne s priamkou AC, je bod A,. Taky bod je prave

jeden, lebo priamky AC a A'B' st roznobezné. A; najdeme potom ako obraz

bodu A, v stredovej simernosti podl'a bodu P.

Nasli sme 2 rozne dvojice bodov A, A,, ktoré vyhovuji zadaniu, CiZe tieto

body nie su jednoznacne urcené. Tym sme tvrdenie zo zadania vyvratili.

Dalej budeme uvazovat len o tych bodoch A, A,, ktoré nie s zhodné s A.

Predpokladajme, ze sa obsah trojuholnika AA;A, rovna obsahu trojuholnika
BB,B,. Body B,a A, lezia na priamke A'B', ktora je rovnobezna s AB. To zna-
mend, Ze trojuholniky AA;A, a BB,B, maji rovnaka vysku na stranu AA, resp.
BB,. Preto |AA|=|BB,|. Ak oznatime Sstred strany AB, tak musi platit
ISA;|=|SB,|. Bod S sa zobrazi v stredovej sumernosti podl'a bodu P do bodu S'.
Bod S' je stredom useCky A,B,. Bod P teda leZi na priamke SS' a tato priamka je

taznicou trojuholnika ABC na stranu AB. Z rovnakého dévodu musi bod P lezat’
aj na zvysnych dvoch tazniciach, takze bod P mdze byt jedine tazisko, Cize je



jednoznacne ur€eny. Ak je bod P taZiskom, tak obsahy vSetkych troch trojuhol-

nikov AA/A,, BB,B,, CC,C, sﬁg obsahu trojuholnika ABC.

C

Komentar (opravovala Katarina Skrovinova): Skuste si premysliet, ¢o by sa
stalo, keby body A;, A, boli zhodné s bodom A.



