Co sa skryva pod skratkou MEMO?

MEMO je skratka Stredoeurdpskej matematickej olympiady (Middle European
Mathematical Olympiad). Tato sutaz vznikla rozSirenim raktisko-pol’skej matematic-
kej stit'aZze o nové krajiny vratane Slovenska. Jej prvy ro¢nik sa uskutoc¢nil v septem-
bri v roku 2007 v Raktiskom Eisenstadte. Kazdy rok v aprili/maji vyberie Slovenska
komisia Matematickej olympiddy na zdklade vysledkov vyberového ststredenia Sest'-
&lenné druZstvo, ktoré sa v septembri zacastni tejto stitaze. Clen druZstva musi spinat’
tieto podmienky:

e nebude ¢lenom druzstva na medzindrodnej matematickej olympiade v prebieha-

jucom roc¢niku;
e v Skolskom roku po uskutocneni tejto stit’aze bude este na strednej skole.
Podrobnejsie informacie o sut’azi najdete na stranke http://www.kms.sk/memo.php.

Zadania sut’aznych uloh MEMO 2007
Sut’az jednotlivcov

1. Nech a, b, ¢, d st kladné realne Cisla, pricom a+b+c+d =4 . Dokazte, ze

a’bc+b’cd +c*da+d*ab<4.
(Svajciarsko)

2. Mnozina lopti¢iek obsahuje n loptiCiek, ktoré su oznacené Cislami 1, 2, 3, ..., n.
Danych je k>1 takych mnozin. Chceme zafarbit’ vSetky lopticky dvoma farbami,
¢iernou a bielou, a to tak, aby
(i) lopticky oznacCené rovnakym ¢islom mali rovnaku farbu,
(if) kazda mnozina k+1 lopti¢iek oznacenych (nie nutne réznymi) ¢islami a,,
a,, .., a,,, ktoré spifiaji podmienku @, +a,+...+a, =a,,, obsahovala
z kazdej farby aspon jednu lopticku.
V zavislosti od £ ndjdite najvacsie mozné Cislo n, pre ktoré existuje takéto zafarbenie.
(Slovinsko)

3. Nech k je kruznica a k,, k,, k;, k, su Styri menSie kruznice so stredmi O,, O,, O,,
O, leziacimi na k. Pre i=1,2,3,4 a k, =k, sa kruznice k, a k,_, pretinaji v bodoch
A a B, tak, ze A lezi na k. Body O,, 4,, O,, 4,, O,, 4,, O,, A, lezia v tomto
poradi na k a su navzdjom rézne. DokaZte, Ze B,B,B,B, je pravouholnik.

(Svajciarsko)



4. Urcte vSetky dvojice (x, y) kladnych celych &isel spiiiajacich rovnost’

xHyl=x".
(Cesko)

Sut’az druzstiev

5. Nech a, b, ¢, d st 'ubovol'né realne Cisla z uzavretého intervalu <%, 2> spiflajﬁce

podmienku abcd =1. Najdite maximalnu hodnotu vyrazu
(a + lj(b +lj(c + lj(d +lj :
b c d a

6. Pre 'ubovolni mnoZinu P piatich bodov v rovine vo vSeobecnej polohe oznacime

(Cesko)

a(P) pocet ostrouhlych trojuholnikov s vrcholmi v P (body st vo vieobecnej polo-
he, ak st navzijom rdzne a ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke). Urcte najvac-
§iu moznu hodnotu a(P) :

(Svajciarsko)

7. Nech S(T ) oznaluje stcet dizok hran $tvorstena T. UvaZzujme §tvorsteny s vlast-
nostou, ze dizky ich Siestich hran st navzajom rozne kladné celé &isla, pri¢om jedno
je 2 a jedno je 3. Nazvime ich MEMO-§tvorstenmi.
a) Ngjdite vsetky kladné celé Cisla n, pre ktoré existuyje MEMO-$tvorsten T taky,
ze S(T ) =n.
b) Kolko existuje navzajom nezhodnych MEMO-§tvorstenov T takych, ze plati
s(T)=2007?
Dva Stvorsteny st nezhodné, ak jeden nemoéZze byt zobrazeny na druhy pomocou su-
mernosti podl'a rovin, posunuti a oto¢eni.
(Nie je potrebné dokazat’, ze Stvorsteny uvazované v rieSeni si nedegenerovang, t. j.
Ze maju nenulovy objem.)
(Rakusko)

8. Urcte vSetky kladné celé Cisla k£ s nasledujucou vlastnostou: existuje celé Cislo a
take, ze (a+ k)3 —a’ je ndsobkom &isla 2 007.
(Rakusko)



Zadania stitaznych uloh MEMO 2008

Sut’az jednotlivcov

1. Nech {an}:zl je rastuca postupnost’ celych kladnych ¢isel s vlastnostou: pre kazda
Stvoricu indexov (i, j,k,[), kde 1<i<j<k<l a i+Il=j+k, plati nerovnost
a;+a,>a; +a,. UrCte najmensiu moznu hodnotu ¢isla a, .

(Rakusko)

2. Uvazuyme Sachovnicu nxn, kde n>1. Kolkymi spdsobmi méZeme vybrat
2n —2 poli tejto Sachovnice tak, aby spojnica stredov Ziadnych dvoch vybranych poli
nebola rovnobezna so zZiadnou diagonalou Sachovnice?

(Svajciarsko)

3. Nech ABC je rovnoramenny trojuholnik s ramenami AC a BC. Kruznica vpisana
tomuto trojuholniku sa dotyka strany 4B v bode D a strany BC v bode E. Priamka
rozna od AE prechddza bodom A4 a pretina vpisant kruznicu v bodoch F'a G. Priamky
EF a EG pretinaju priamku 4B v bodoch K a L. Dokazte, ze plati ‘DK ‘ = ‘DL‘ :

(Madarsko)

4. Najdite vSetky také celé Cisla &, Ze Cisla 4n+1 a kn +1 st nesudelite'né pre kazdé
celé ¢islo n.

(Madarsko)
Sut’az druzstiev
5. Ngjdite vSetky funkcie f:R — R, pre ktoré plati
xf(x+xy):xf(x)+f(x2)f(y)
pre vSetky realne Cisla x, y.
(Svajciarsko)

6. Na tabuli je napisanych n celych kladnych cisel, priCom n>2. V jednom kroku
vyberieme dve z napisanych Cisel a kazdé z nich nahradime ich suctom. Urcte vSetky
hodnoty n, pre ktoré mdéZeme z akejkol'vek zaciatoCnej n-tice prirodzenych Cisel po
kone¢nom pocte krokov dostat’ n-ticu rovnakych cisel.

(Slovensko)



7. Nech ABC je ostrouhly trojuholnik. Bod E leZzi v opa¢nej polrovine s hrani¢nou
priamkou AC ako bod B a D je vnutorny bod tusecky AE. Nech ‘{ADB‘ = ‘<ICDE

‘<):BAD‘ = ‘{ECD‘ a ‘<):ACB‘ = ‘{EBA‘ . Dokazte, ze body B, C a E su kolinearne.
(Slovinsko)

b

8. Nech sucet vsetkych kladnych delitelov celého kladného Cisla # je mocninou ¢isla

2. Dokazte, ze aj pocet tychto delitel'ov je mocninou ¢isla 2.
(Cesko)



