KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2008/2009
RieSenia 2. série uloh koreSpondencnej stut’aze

1. Lenka sa z nudy hrala takato hru. V priehradkdch na kruhu st gul'6¢ky. Zacala na
urcitom poli pocitat’ a zobrala si z kazdého piateho pol'a gul'6cku. Zistila, ze sa tak
daja vybrat’ naraz vSetky Cierne. Miesto, z ktoré¢ho gul'6cku zobrala prec, vyskrtla
a uz d’alej nepoditala. Zagala &iernou gul'6¢kou, to je jedna a zobrala ju preé. Dalej
zobrala preC piatu, desiatu, pétndstu az tridsiatu a boli to vzdy ¢ierne guldcky
(¢isla na obrazku tam st pre lepsi popis rieSenia, nie st to tie, ako Lenka pocitala).
Kde Lenka zacala pocitat’ a ktorym smerom postupovala (v smere alebo proti
smeru hodinovych rudiciek)?

RieSenie: Na zaklade zadania pre prvé dve Cierne gul6cky, ktoré Lenka zobrala,
vieme, ze musia mat medzi sebou 3 iné gulocky. Ked sa pozrieme na obrazok,
vidime, Ze existuju len tri dvojice takych gul'6cok — 3 a7, resp. 5 a 9, resp. 10 a 14.
Teraz ich len vyskuSame. Za¢nime 3 a pdjdeme v smere otac¢ania hodinovych ruci-
ciek. Postupne budeme brat’ gul'ocky 7 a 12 — a dostali sme sa k bielej. Ak zacneme
7, potom zoberieme 3, 14, 9 a 2, ale ta uz je biela. Ak za¢neme 5 a pdjdeme v smere
otacania hodinovych ruciCiek, zoberieme postupne tieto gul’'dcky: 5, 9, 14, 3, 10, 16
a 7, ¢im sme nasli jedno rieSenie Ulohy, lebo sme zobrali vSetky ¢ierne gul'ocky. Ak
zatneme 9 apoOjdeme proti smeru otdania hodinovych ruciciek, zoberieme 5, 16
a 11, ktora je opét’ biela. Ostali nam uz len dve moznosti. Ak zatneme 10 a pojdeme
v smere otacania hodinovych ruciciek, dostaneme sa na 14, 3 a 8, ktora je zase biela.
Ak zaCneme 14 a pojdeme proti smeru otac¢ania hodinovych ruciciek, zoberieme 10,
5,16,9, 3 a 12, ktora je biela.

Uloha ma4 jediné riesenie — Lenka zadala pocitat’ na &isle 5 a postupovala v smere
otacania hodinovych ruciciek.

2. Chceme bez zvysku vydlazdit’ obdiznikovi podlahu s rozmermi 160 cm a 120 cm.
Pre tato pracu mézeme kupit’ dva druhy dlazdic:
a) tvaru obdiZnika s rozmermi 20 cm a 30 cm v cene 21 striebornych za kus,



b) tvaru $tvorca so stranou dizky 20 cm v cene 18 striebornych za kus.
Ktora kuapa je vyhodnejSia a pre¢o?

RieSenie: V prvom pripade budeme potrebovat’ 8-4 =32 dlazdic v cene 32-21=672
stricbornych. V druhom pripade budeme potrebovat 8x6=48 dlazdic v cene
48-18 =864 striebornych. Porovnanim tychto dvoch cien vidime, Ze vyhodnejsia je
prva moznost’.

3. Sucet cifier trojciferného prirodzeného ¢isla X oznac¢ime y. Uréte hodnotu X, ak
viete, ze X+ Y a Xy su také prirodzené Cisla, ktorych vSetky cifry su rovnaké.

RieSenie: Kedze X je trojciferné Cislo, tak hodnota y modze byt maximalne 27, teda
pre ohrani¢enie hodnot Xy dostadvame
100=100-1<xy<999.27=26973.

To znamend, ze Xy moZe nadobudat’ len tieto hodnoty: 111, 222, ..., 999, 1 111,
2222,..,9999, 11 111 a 22 222. Ak je xy trojciferné, tak je delitelné 111, teda 37
a 3. To znamena, Ze jedno z Cisel X, y musi byt delitené 3 a jedno 37 (mo6ze to byt aj
to isté). Ked'Zze na zéklade kritéria delitelnosti tromi vieme, Ze prirodzené Cislo je
delite'né tromi prave vtedy, ked’ je jeho ciferny stucet delitel'ny tromi, bud’ st delitel’-
né tromi obe Cisla X, Yy, alebo ani jedno z nich. Ked'Ze je tromi delitel'né asponi jedno
z nich, tak su trojkou delitelné obe. Cislo y nemdZe byt delitelné 37, lebo je mensie
ako 37, preto 37 deli x. To znamen4, Ze X je delitelné 3-37=111. Cislo x+ Yy musi
mat’ vSetky cifry rovnaké. Avsak ¢islo X ma vSetky cifry rovnaké (lebo je trojciferné
a delitelné 111) a rozdiel dvoch roznych trojcifernych ¢isel, ktoré maji rovnaké cifry,
je aspon 111, Co je viac ako y. Mozeme to vSak dokdzat aj vyskuSanim 9 moznosti
111, ..., 999, ked’ zistime, Ze ani jedno z nich nevyhovuje.

Uvazujme teraz $tvorciferné moznosti. Cisla tvaru aaaa su delitelné ¢&islom
1 111, ktoré si mo6Zeme zapisat’ ako sucin 11 a 101. Ked’ze 101 je prvocislo, tak musi
delit’ x. Ked'Ze x uz nemoze byt delitelné 11, lebo by malo hodnotu aspon 1 111,
musi byt’ 11 delitené y. AvSak ciferny sucet X je parny a mensi ako 20, lebo s¢itava-
me dve rovnaké Cislice (X moze byt len 101, 202, ..., 909), teda ani v tomto pripade
uloha nema riesenie.

Pri patcifernych Cislach tvaru aaaaa dostavame, Ze s delitel'né ¢islom 11 111.
Kedze 11111=41-271 je rozklad na prvocisla, musi byt x delitelné¢ aj 41 aj 271,
lebo y m6Ze byt maximalne 27. To ale znamend, Ze X musi byt delitel'né 11 111, o
je v spore s tym, Ze je to trojciferné Cislo.

Spojenim tychto troch pripadov dostdvame, ze neexistuje Cislo X s hl'adanou
vlastnostou.



4. Otec ma synov Juraja a Tomasa. Kazdy rok im dava vacSiu sumu penazi. Toho ro-
ku ho to vyslo o0 50 % viac ako pred piatimi rokmi. Sumu, ktort im kazdoro¢ne
dava, vypocita takto: Kazdy rok vytvori druhi mocninu veku syna (v rokoch).
Ur¢i rozdiel oproti druhej mocnine z minulého roku a to je pocet stokorunacok,
ktoré dostane chlapec tento rok. Juraj ma 11 rokov. Kol'ko rokov ma Tomas?

Riesenie: Tento rok dostal Juraj 11> —10> =21 stokorunadok. Ak oznacime vek To-
mésa ako t, potom Tomés dostal t° —(t—l)2 =2t -1 stokorunacok. Spolu dostali
214+2t-1=2t+20 stokorunacok. Pred piatimi rokmi mal Juraj 6 rokov a Tomas
t —5. Dostali preto spolu

6> 5% +(t—5) —(t-6) =2t
stokorunacok. Na zaklade informécie zo zadania musi platit’ 2t +20=1,5-2t. Tuto

linedrnu rovnicu vyrieSime a dostaneme t =20, teda Tomas ma 20 rokov.

5. Urcte, aka Cast’ obsahu trojuholnika ABC tvori trojuholnik R
PQR, ak viete, ze bod P deli stranu BC v pomere 1:2, bod Q
deli stranu AB v pomere 1:1, a bod R deli stranu AB v pome-
re 3:1.

A Q R B
RieSenie: Trojuholniky ABP a ACP maju rovnaku vysku na stranu BP, resp. CP.
Preto st obsahy tychto trojuholnikov v pomere rovnajiicom sa pomeru dizok stran BP
a CP, teda 1:2. To znamen4, Ze obsah trojuholnika ABP je jednou tretinou obsahu
trojuholnika ABC.

Ked’Ze bod R deli stranu AB v pomere 3:1 a Q je jej stredom, je dizka usecky QR
jedna §tvrtina dizky tse¢ky AB. Trojuholniky ABP a PQR maju rovnakt vysku na
stranu AB, resp. QR, preto je analogicky ako vySSie pomer obsahov trojuholnikov
PQR a ABP 1:4. Celkovo dostadvame, Ze pomer obsahov trojuholnikov PQR a ABC je
1:12, pretoze plati

SAPQR — SAPQR . SAABP :ll
SAABC SAABP SAABC 3 4 12

6. Pri golfe boli jamky od seba vzdialené¢ 150, 300, 250, 325, 275, 350, 225, 400
a 425 yardov. Robot Golfik sa da nastavit’ tak, aby odpaloval lopticky na dve
rozne vzdialenosti. (Napr. ked ho nastavime na odpalovanie na vzdialenosti
4 yardy a 10 yardov, poradi si hravo s jamkou vzdialenou o 18 yardov — zvladne
to na tr1 udery 10, 4, 4; pri jamke vzdialenej 48 yardov potrebuje pri tomto
nastaveni aspon 6 uderov 10, 10, 10, 10, 4, 4.) Ako treba nastavit’ Golfika, aby mu
na prejdenie cez vSetkych devit’ jamiek stacilo menej ako 38 tderov?



RieSenie: Golfika nastavime na vzdialenosti 25 a 100 yardov. Potom by mal
odpalovat’ takto:
100, 25, 25 ... 150 yardov, 3 Udery
100, 100, 100 ... 300 yardov, 3 adery
100, 100, 25, 25 ... 250 yardov, 4 dery
100, 100, 100, 25 ... 325 yardov, 4 udery
100, 100, 25, 25, 25 ... 275 yardov, 5 tderov
100, 100, 100, 25, 25 ... 350 yardov, 5 uderov
100, 100, 25 ... 225 yardov, 3 udery
100, 100, 100, 100 ... 400 yardov, 4 udery
100, 100, 100, 100, 25 ... 425 yardov, 5 uderov
Spolu potreboval 36 uderov.

7. Najdite vSetky prvocisla X, y, z, pre ktoré plati X’ +1=2z.

RieSenie: Najprv si vSimnime, Ze Z sa nemdze rovnat’ 2. Ak by tak bolo, potom by
muselo platit’ X’ =1, ¢o v8ak za podmienky prvociselnosti X ay nemdze platit’. To
znamena, Ze Z musi byt neparne, a teda X’ musi byt parne. To znamend, ze X musi
byt parne. Ked’ze parne prvocislo je len jedno, plati x=2.
Teraz si dokdZeme pomocné tvrdenie: 2% 41 je pre kazdé prirodzené Cislo k
zlozené Cislo. Dokaz vyplyva z jednoduchych uprav:
22 +1=2-2%+1=2-4+1=2-1"+1=3=0(mod 3).

22k+1

KedZe k je prirodzené ¢islo, hodnota +1 je asponl 9, teda ¢islo 3 je netrivial-

22k+1 22k+1

nym delitel'om Cisla +1, teda ¢islo
V nasom pripade to znamena, ze ak by bolo Yy neparne prvocislo, potom by bolo

+1 je zloZené.

27 +1 zlozené &islo. Ostava ndm preto jedind moznost’, a to y =2, ktora vedie K rie-

Seniu z =5. Uloha ma4 preto jediné rieSenie x=y=2, z=5.

8. Rieste rovnicu
1 18 18
2 T -2 .
X°+2X—=3 X +2X+2 X +2x+1

RieSenie: Zaved'me substitciu
t=x +2x+1:(x+1)2.
Po dosadeni tejto substitiicie dostdvame, Ze ma platit’
1 18 18
—t—=—
t—4 t+1 t



Tato rovnica ma zmysel pre t # 4,0, —1. Po prendsobeni vSetkymi troma menova-
tePmi a upraveni dostavame ekvivalentni rovnicu t°—17t+72=0, ktord ma dva
realne korene 8 a 9. Teraz prejdeme spit’ k neznamej X.

o Ak (x+ 1)2 =38, tak |x+1|= 22, odkial dostdavame dve rieSenia: X, =—1+2+/2

ax,=—1-2v2.
o Ak (X +1)2 =9, tak ‘X + 1‘ =3, odkial’ dostavame dve rieSenia: X, =2 a X, =—4.

Uloha mé celkovo $tyri riedenia: X, =—1+ 242, X, =—1- 22, X;=2aX,=—4.

9. Rozlozte polynom x° + x* +1 na sti¢in dvoch nekonstantnych polynémov s celogi-
selnymi koeficientmi.

RieSenie: Polynom zo zadania upravime:
2 2
X rxt+1=x+2x +1-x* :(x4 +1) —(xz) :(x4 + X +1)(x4 —x? +1),
¢o je jeden z moznych rozkladov, ked’Ze oba polyndmy na pravej strane sii nekon-
Stantné a maju celociselné koeficienty.

10. Nech a,, a,, ..., a, a b, b,, ..., b, su dve permutacie ¢isel 1, 2, ..., 10.
Dokazte, ze ¢isla ab,, ab,, ..., a,b, nemoézu davat’ rozdielne zvysky po deleni

¢islom 11.

RieSenie: Tvrdenie Glohy dokaZzeme sporom. Predpokladajme, Ze existuju také dve
permutacie ¢isel 1,2, ..., 10— a, a,, ..., a,a b, b,, ..., b,, ze ¢isla ab, ab,, ...,
a,,b,, davaju rozdielne zvysky po deleni ¢islom 11. Ked’ze kazdé¢ z ¢isel a,, a,, ...,
a,, b, b,, ..., b, sarovna niektorému z ¢isel 1, 2, ..., 10, ziadne z nich sa nerovna
11. Potom ani jedno z ¢isel ab,, a,b,, ..., a,b, nemdze byt delitelné 11, lebo 11 je
prvocislo. To znamena, ze Cisla ab,, ab,, ..., a,b, davaju zvysky 1, 2, ..., 10 po
deleni jedenastimi. To znamena, Ze plati
aa,...a,=1-2-...-10=aba,b,...a,b,(mod 11),

pri¢om sme vyuzili, ze a,, a,, ..., 8, je permutéciou ¢isel 1, 2, ..., 10.

KedzZe ¢isla a,, a,, ..., @, st nesudelitel'né s ¢islom 11, po predeleni kongruen-
cie ¢islom aa,...a,, dostavame, Ze ma platit’

10!=hb,...b, =1(mod 11).



Avsak na zaklade Wilsonovej vety (da sa to vSak overit’ aj vypoctom na kalkulac-
ke alebo aj bez nej) plati 1O!E—l(m0d11), teda sme dostali spor, pretoZze neplati

=—1(mod 11). Tym sme tvrdenie dokézali.

11. Dokazte, ze platia nasledujice odhady:
100

24101 -2< Z—< 20.

RieSenie: Najprv si dokdZeme pomocné tvrdenie:
Lema: Ak n je prirodzené ¢islo, potom platia nerovnosti

2V 1) < <2V —h-1)

Najprv si dokazeme I'avi nerovnost’. Dokaz vyplyva z toho, zZe plati:

I+vn 2 2 1
R T P S SR R P

Analogicky dokézeme aj pravll nerovnost’:

Jae i
2= 1) S e e

S vyuzitim lemy dostavame, zZe plati
100

23V 1-h) < 31 <23 (VA -n-1)

Sc¢itance v oboch krajnych sumach sa postupne od¢itaju, v kazdej z nich ostane
len prvy a posledny ¢len, teda plati nerovnost’, ktoru sme chceli dokazat’:

2(Vio1-1)< Z—<2(\/@—\/6).

12. Dokézte, ze rovnica a*+b’ =¢* ma v prirodzenych &islach nekoneéne vela rie-
Seni.

RieSenie: Dosadenim si ukdZzeme, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n je rieSenim

usporiadand trojica (28n6, 8n*, 6n’ ):
(28n°)" +(8n*) =1296n" =(6n°)’

Tieto rieSenia su pre kazdé prirodzené ¢islo n rozne, ¢o znamend, Ze sme nasli ne-
konecne vel'a rieSeni tejto rovnice.

Komentar: UkaZeme si, ako sme dostali vySSie uvedené rieSenie. Vieme, Ze plati



2
13+23+...+n3=£mj .

2

Na zéklade tohto vzt'ahu dostaneme, ze plati

(=225

Teraz uz len staci ndjst’ nekonecne vela takych n, pre ktoré je Cislo

=2

druhou mocninou nejakého celého Cisla. Na dokaz tohto tvrdenia mdézeme pouzZit
poznatky z tedrie Cisel o Pellovej rovnici. D4 sa vSak postupovat’ aj inak. Vyskusanim
niekol’kych prirodzenych &isel dospejeme k rieseniu (28,8, 6). Potom si uZ len stagi
uvedomit’, Ze ak mame jedno rieSenie, tak ked vynasobime kazdé¢ z ¢isel vhodnou
mocninou N, tak opit’ dostaneme nejaké rieSenie danej rovnice.

Ak by sme tlohu riesili inym spdsobom, mohli by sme najst’ aj iné rieSenia tejto
rovnice, jedno z nich, ktoré nema vysSie uvedeny tvar, je rieSenie (27 ,18, 9) .

13. Zistite, ¢i existuji dve rastuce funkcie f a g, pre ktoré plati f (x)—g(x)=sinx.

Riesenie: Také dve funkcie existuju a su to napriklad f (X) =2X+sinX a g (X) =2X.
To, ze plati f(x)—g(x)=sinX, je zrejmé. Pre vietky realne &isla x st funkcie fa g
diferencovatel'né a plati

f'(x)=2+cosx=1>0,

9'(x)=2>0,
teda prvé derivacie tychto dvoch funkecii su kladné, a teda obidve funkcie su rastuce.

Komentar: Z predpisu zvolenych funkcii vidime, Ze takych funkcii existuje nekonec-
ne vel'a (pricom tieto nie su jediné mozné).

14. Nech a, a,, ..., a, su také prirodzené Cisla, ze plati a=a,+a, +a,+a, +a;.
al

Dokazte, ze ¢islo :
a,'a,la,!a,la;!

je prirodzené.

al
ala,!a,la,la!

RieSenie: Upravenim ¢isla dostavame, Ze plati



al

(a+a,+a,+a,+a;)! (a+a,+a,+a,+a) (a,+a,+a,+a;)!

a'a,lala,!a,!

a +a,+a,+a,+a,

a'a,lala,la,!

(a,+a,+a,+a,)! (a,+a,+a;)!

~al!(a,+a,+a, +a)

a,la;la,la,!

a, a,!(a,+a,+a)!  ala,la!
a+a,+a,+a,+a;) (a,+a,+a,+a;) (a,+a,+a;)! (a,+a)!
a, a, a,l(a,+a;)! a,la!
a+a,+a,+a,+a;) (a,+a,+a,+a;) (a,+a,+a;) (a,+a)!
q a, a, a, !as!
q+a,+a,+a,+a a, +4a,+a, +4a a,+a, +4; a, +4d;
q a, a, a,
N , VR . L e al
Ked’ze vSetky uvedené kombinacné ¢isla st prirodzené, je aj ¢islo
a'a,la,'a,'a!
prirodzené, ¢o sme mali dokazat'.
Vysledkové listiny po 2. sérii uloh
Kategoria Z
Por. | Priezvisko Meno Trieda Skola PS |12 |3 (4] Spolu
1. | Hruskova Martina 4.B ZS Svit, Mierova 134 10 51— 22
2. | Hornyakova | Viktoria kvarta | G P.Pazmanya Nové Zamky 5 |3]5|2 15
Kategoria C
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola PS |3|4|5|6]| Spolu
1. | Chuda Fatima 1.A Sukromné konzervatérium Nitra 6 [2|5|5]|5 23
Kategoria A
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola PS | 7|89 10| Spolu
1. | Svaty Lukas septima | G Nitra, Parovska 1 17 (3|4 |5 4 33
2. | Hornyak Zsolt septima C | G P. Pazmanya Nové Zamky 12 |5|5|5]| - 27
3. | Beznak Samuel 1.C G Dubnica nad Vahom, Skolska2 | 14 |2 |4 |5 1 26
Kategoria ©t
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola PS [ 11 | 12 | 13 | 14 | Spolu
1. | Hornyak Zsolt septima C | G P. PAzmanya Nové Zamky 0 51 -1 -1- 5




