KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2008/2009

RieSenia 3. série uloh koreSpondencnej stut’aze

1. Urcte 2 009. ¢islicu v postupnosti 1234567891011121314... bez toho, aby ste celé
¢islo vypisovali.

RieSenie: Jednociferné Cisla zabert 9 Cislic. Dvojcifernych ¢isel je 90 a ked’ze kazdé
z nich ma dve cifry, tak zabert 180 ¢islic. Ked’Ze kazdé trojciferné Cislo ma tri Cislice
a trojcifernych ¢isel je 900, zabert spolu 2 700 cislic. Ked’Ze hl'adame Ccislicu na
2 009. mieste, bude niektorou cifrou niektorého trojciferného cisla.

Vieme, Ze na trojciferné ¢isla nam ostalo 2009 -180-9=1820 cislic. KedZe

plati 1820:3=606, zv. 2, tak 2 009. ¢islica bude 2. ¢islicou 607. trojciferného Cisla,

lebo prvych 606 trojcifernych Cisel zaberie 1 818 ¢islic. Tymto 607. trojcifernym
¢islom je cislo 99+ 607 =706 . Jeho druhou cifrou je 0, takze 2 009. &islica v uvede-
nej postupnosti je 0.

2. Z ¢&islic 0, 1, 2, 3, ..., 8, 9 vytvorte dva zlomky tak, aby sa ich stcet rovnal 1.
Pouzite pritom vSetky Cislice a kazdu len raz.

RieSenie: Vyhovuja napriklad tieto dve rieSenia:

16 485 1 1
_—tV—=—4 —= 5
32 970 2 2
27 309 1 1
54 618 2 2

3. Uvazujme vSetky letiska v Eurdope. Z kazdého vzlietne v rovnakom case jedno
lietadlo a smeruje na najblizSie letisko. Predpokladajme, Ze vSetky vzdialenosti
medzi letiskami st rozne. Dokazte, Ze na kazdom letisku pristane maximalne
5 lietadiel.

RieSenie: Predpokladajme, ze by na niektorom letisku L pristdlo aspoil 6 lietadiel,
ktoré vzlietli zletisk, ktoré si ozna¢ime 4, 4,,..., 4,, pricom n=6. OznaCme si
A a B tie dve z nich, pre ktoré uhol ALB nadobtida najmensiu kladnu hodnotu. Ak je
takych dvojic viacero, zvolime si 'ubovol'ni z nich. O trojuholniku ALB vieme, ze
useCka AL je kratSia ako AB a BL je kratSia ako AB, pretoze lietadla z A, resp. B leteli
na L. To znamena, Ze GseCka AB je najdlhsou stranou v trojuholniku ALB. To zname-
na, ze oproti nej musi leZat’ najvacsi uhol v trojuholniku ALB. Uhol ALB ma vsak
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vel'kost’ maximalne 60°, pretoze n>6 a 360°:6=60°. Ak by mal velkost’ menej ako
60°, tak jeden zo zvySnych dvoch uhlov bude vicsi ako 60°, ¢im dostadvame spor
s predpokladom. Ak by bol tento uhol 60°, museli by byt’ aj zvy$né dva uhly 60°, aby
sme nedostali hned’ spor. AvSak ak su vSetky tri uhly rovnaké, tak ide o rovnostranny
trojuholnik, a teda vzdialenosti medzi mestami nie st rdzne.

Iny dokaz spociva v tom, ze opit’ vyberieme rovnako letiska 4 a B a ukazeme, Ze
uhol ALB ma maximalne 60°. Bez uyjmy na vSeobecnosti nech je tiseCka BL dlhSia ako
AL. Zostrojme rovnostranny trojuholnik nad stranou BL tak, aby obsahoval bod 4. To
sa urcite da, lebo ‘<):ALB‘ <60° a ‘AL‘ < ‘BL‘. To ale znamené, ze dizka tGsecky B4 je

mensia ako dizka ise¢ky BL, ¢o je viak v spore s tym, Ze lietadlo z B letelo na L. To
teda znamend, Ze nas prvy predpoklad nebol spravny, a teda na Ziadne letisko nemoh-
lo priletiet’ asponi 6 lietadiel.

4. Zistite, Ci existuje taka mocnina ¢isla 2, ktord konc¢i na dvojcislie 22.

RieSenie: Kazda asponi druha mocnina Cisla 2 je delitelnd 4. Zrejme ¢islo 2 nekonci
na 22. Kazda dalSia prirodzend mocnina 2 uz bude delitelna 4. Ked'Zze ¢islo je
delitelné 4 prave vtedy, ked je Styrmi delitel'né jeho posledné dvojcislie, tak by
muselo byt Styrmi delitelné aj Cislo 22. To vSak neplati, preto neexistuje taka
mocnina ¢isla 2, ktord by koncila na dvojéislie 22.

5. Najdite vsetky prirodzené &isla n, pre ktoré je ¢islo 3" + 4> delitelné 13.

RieSenie: Ked'Ze plati
3" 441 =9.3" +4.16"=9-3" +4-(13+3)" =9-3"+4-3"=13-3"=0 (mod13),

tak &islo 3"% +4°""' je delitel'né ¢islom 13 pre vsetky prirodzené &isla n.

2n+1

J deliteI'né
n

6. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n je kombinacné Cislo [

Cislom 2n+1.

RieSenie: Vyuzijeme, Ze plati

[2n+lj_ (2n+1)! _2n+1.(2n)!_2n+1_[27lj.

n n!-(n+1)! n+l nln! n+l (n
9w . W 14 w7 2n . W . /4 w7 14 w7 14
Ked’ze kombinacné ¢islo je pre vSetky prirodzené Cisla n celé, staci doka-
n

zat’, ze Cislo n+1 nedeli ¢islo 2n+1.
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Ked'Zze vieme, ze plati 2-(n+1)—(2n+1):1, tak to znamena, ze Cisla n+1
a 2n+1 su nesudelitené, ateda ¢islo n+1 nedeli Cislo 2n+1. Tym sme tvrdenie
ulohy dokazali.

7. Dokazte, Ze existuje taky nasobok ¢isla 2 009, ktory obsahuje vSetkych 10 ¢islic.

RieSenie: Uvazujme ¢isla 2 009, 2-2009=4018, 3-2009=6027, 4-2009=8036
a 5-2009=10045. Ak tieto ndsobky napiSeme za sebou (4 018 nemusime, lebo

Cislice v nom obsiahnuté st aj vo zvysSnych nasobkoch 2 009), dostaneme C¢islo
20 096 027 803 610 045, ktoré obsahuje vsetky Cislice a je urcite delitelné 2 009.

Iné rieSenie: Uvazujme Cisla 12 345 678 900 000 az 12 345 678 902 008. Je to 2 009
za sebou iducich prirodzenych ¢isel, ktoré¢ maju prvych 10 cifier rovnakych
anavzajom roznych. Prave jedno znich je delitelné 2009 aprive to spina
podmienky zo zadania ulohy.

8. V akom pomere musia byt odvesny pravouhlého trojuholnika, aby jeho taznice
tvorili tiez strany pravouhlého trojuholnika?

RieSenie: Oznacme si jednotlivé prvky v trojuholniku Standardne podl'a obrazka. Bez
ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat’, ze a <b.

B

Y Z

a

2

C X A

b
2

Pre dizku taznice t, na stranu a plati na zaklade Pytagorovej vety v pravouhlom
trojuholniku CAY

l 7
ta = 5 4b2 + a2 .
Pre dizku taznice t, na stranu b plati na zaklade Pytagorovej vety v pravouhlom
trojuholniku CXB

t, :%\/4612 +b*.
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V kazdom pravouhlom trojuholniku pri Standardnom oznaceni plati ¢, = % Vyu-

zitim Pytagorovej vety v pravouhlom trojuholniku 4ABC dostavame, ze plati

1
t =—~a’+b*.

2

Ked’Ze predpokladame, Ze plati a <b, tak pre taznice plati ¢, <¢, <t . Ak taZznice
tvoria strany pravouhlého trojuholnika, tak vzhl'adom na uvedené usporiadanie musi

platit’

po dosadeni

a’+b’ N 4a* + b’ B a’ +4b’
4 4 4
Po jednoduchom upraveni dostavame, ze plati

4a* =2b%,
teda

b_p
a

Strany pravouhlého trojuholnika musia byt v pomere J2:1. K prevratenej hod-
note tohto pomeru by sme sa dostali, ak by sme predpokladali, Ze strana a je dlhSia.

9. Dokazte, ze postupnost’ J2 , V2 + 2 , N2+N2+ 2 , ... konverguje a najdite jej

limitu.

RieSenie: Jednotlivé ¢leny postupnosti si ozna¢me a,, n=1,2,... Potom
0=\,
a,, =+2+a,.

Najprv si matematickou indukciou dokdzeme, Ze tato postupnost’ je ohrani¢ena
zdola Cislom 0 a zhora Cislom 2. Dolny odhad je trividlny vzhl'adom na definiciu
odmocniny. DokaZme teraz tvrdenie pre horné ohranicenie. Pre n=1 tvrdenie plati.
Predpokladajme, Ze pre nejaké n plati a, <2 . Potom

a,,=+2+a, <V2+2=2,

pricom sme vyuZili, Ze druhd odmocnina je rastica funkcia. To znamena, Ze tvrdenie

plati aj pre n+1. Preto pre vSetky prirodzen¢ ¢isla n plati a, <2.

Teraz si ukdZzeme, Ze uvedena postupnost’ je rastica. To je zrejmé zo zapisu
jednotlivych c¢lenov, ale moéZeme si to dokdzat aj matematickou indukciou.
Dokazované tvrdenie bude: Pre vSetky prirodzené ¢isla n plati a, <a,.,.
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Pre n=1 tvrdenie plati, lebo plati

aZ:\/2+\/§ >\/2+\/6=\/§=a1.

Predpokladajme, ze pre nejaké prirodzené ¢islo n plati a, <a,,,. Potom plati aj:

2+a,<2+a

n+12
J2+a, <\2+a

a . <da

n+l n+2°
¢o sme chceli dokdzat’ (opit’ sme vyuzili to, ze druha odmocnina je rastica funkcia).
Ked’ze uvedena postupnost’ je rastiica a ohrani¢ena zhora, konverguje. Oznac¢me

n+l 2

tito limitu a. Limitnym prechodom pre n — oo vrovnici a,,, =+/2+a, dostivame,
ze plati
a=\2+a.
RieSenim tejto rovnice dostavame jediné kladné rieSenie a =2, ktoré je hl'adanou
limitou postupnosti.

10. Majme danych 2n réznych bodov v rovine. Dokézte, ze existuje taky kruh, ktory
pokryva prave n z tychto bodov.

RieSenie: Uvazujme nejaky kruh, ktory obsahuje vSetky tieto body ako svoje vnutor-
né¢ body. Tento kruh zaénime teraz posuvat’ v nejakom smere. Ak ho posunieme
dostato¢ne d’aleko, tak nebude obsahovat’ ani jeden z danych 2n bodov. Teraz nam
sta¢i dokézat’, ze existuje taky kruh a smer, v ktorom sa pocet bodov vnutri kruhu
pocas posuvania meni vzdy o prave jeden.

Ak by sa niekedy pocas postivania zmenil pocet bodov vnutri kruhu v jednom
okamihu asponl o0 2, znamenalo by to, Ze na urcujicej kruznici tohto kruhu lezali
v danom okamihu aspon 2 body z danych bodov. To ale znamena, ze stred kruhu
musel v tomto okamihu lezat’ na osi usecky spdjajucej tieto dva body. Ked’ze danych
bodov je kone¢ne vel'a, aj osi vSetkych dvojic useciek nimi ur¢enych je konecne vela.
Tieto osi rozdelia rovinu na kone¢ny pocet Casti. Aspon jedna z tychto Casti vSak
nema konec¢ny obsah. Ked’Ze vznikla ako prienik kone¢ného poctu polrovin, existuje
v nej polpriamka, ktord celd patri jej vnutru. To znamend, Ze existuje polpriamka,
ktora nema spolo¢ny bod ani s jednou z uvedenych osi.

Zvol'me teraz stred naSho kruhu v krajnom bode tejto polpriamky a jeho polomer
taky, aby obsahoval vSetkych 2n bodov vo svojom vnutri. Postvajme teraz tento
kruh po tejto polpriamke. Ak ho posunieme dostatocne d’aleko, nebude tento kruh
pokryvat’ ani jeden z danych bodov. Ked’Zze pocet bodov vnutri neho sa meni vzdy
o 1, existuje takd jeho poloha, v ktorej pokryva prave n bodov, ¢o sme chceli
dokézat’.
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Iné rieSenie: Zvolme si stred kruhu v nejakom bode roviny réznom od danych
bodov. Ak bude tento polomer dostato¢ne maly, tak kruh nebude pokryvat Ziaden
z danych bodov, ak bude dostatocne velky, kruh pokryje vSetky body. Analogicky
ako v predchadzajicom rieSeni ukdzeme, Ze ak stred nebude patrit’ Ziadnej osi usecky
urcenej dvoma z danych bodov, tak pri spojitej zmene polomeru sa bude menit’ pocet
bodov vnutri kruhu vzdy o 1, teda niekedy dosiahne pocet 7.

11. Urc¢te hodnotu nekoneéného sucinu
(1+27)(1427) (1427 (142°)-

RieSenie: Ozna¢me hl'adant hodnotu uveden¢ho sucinu ako x. Definujme si pomoc-

nu postupnost’ {xn}:ozo :

X, :(HEJ(H%XH%J'“(HLJ-
2 2 2 2?

Zrejme plati x =limx, .

n—©

Po prendsobeni x, jednou polovicou v Specidlnom tvare postupne dostdvame, zZe

plati:
Y YL AR A
2 2 2 2 2 2?
X 1—%)(1+%)(1+%)---(l+%),
2 2 2 2 2?
X _ p%j(u%j...(pr%j,
2 2 2 2
(3)3)
2 2° 2°
ﬂ:l_%’
2 2?
X =2—%.
n 2
Potom
: : 2
x=lmx, = hm(2—ﬁ) =2.
n—»o0 n—»0 22

Hodnota nekone¢ného sucinu v zadani je 2.
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12. Dokaze, ze v desatinnom zapise Cisla J2 existuje aspon jedna nenulova ¢islica
medzi milidntym a trojmiliontym desatinnym miestom (vratane oboch).

RieSenie: Tvrdenie dokdzeme sporom. Predpokladajme, ze medzi milidntym a troj-
miliontym desatinnym miestom st samé nuly. Ozna¢me r raciondlne Cislo, ktoré dos-
taneme odseknutim desatinného rozvoja ¢isla V2 za milidntym miestom, a & nech je
iracionalne &islo definované ako @ =~/2 —r.

Ol 000000

Lahko nahliadneme, ze » <2 a ak definujeme N =1 , tak Nr je prirodzené

tislo. Ked'ze r<~/2, tak >0.Z predpokladu o nulovych ¢isliciach vyplyva, Ze pla-
ti nerovnost’
0< 0<1073000000 :N73

Vyndasobenim vztahu r+ 6 = V2 &slom N a umocneni na druhti postupne dosta-
neme, ze plati

[Van | =[(6+r)NT.
2N?=(rN) +2rON* +(ON) .
KedZe 2N’ a (rN )2 st prirodzené &isla, tak aj 2réN° + (HN )2 je prirodzené Cis-
lo. Avsak plati odhad
0<2rON> +(ON) <2-2-N7-N*+(N?-N) =4N"+ N <1,

¢o znamend, ze 2rON’ +((9N )2 nemdéze byt prirodzenym cCislom. Tym sme dostali

spor a tvrdenie tlohy sme dokazali.

13. Najdite vietky také postupnosti {a,}  realnych &isel, pre ktoré a, =1 a plati

2mn

a—a‘s
2 2
S 7 )

pre vetky prirodzené Cisla m a n.

RieSenie: Zvol'me m =1. Potom ma pre vSetky prirodzen¢ Cisla n platit’:
2n
I+n
2n
1+n*

0<

an—al‘S

27

0<

an—l‘s

Ked'ze

lim—2"_=o0,
oo ] 4+n
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tak existuje aj lim‘an - 1‘ a plati
n—>0

lim|a, —1/=0.

n—>©

To znamen4, Ze existuje lima, a plati lima, =1.

n—»0 n—0

Ak teraz zvolime m 'ubovol'né a n idice do nekonecna, dostaneme, ze plati
2mn 2m

lim =lim =0,
n—oo m2 + nz n—o m2
—+n
n
a teda analogicky plati
lim‘am —-a,|=0,

n—®©
z ¢oho dostavame, ze plati
a, =lima, =1.

n—®

To znamend, ze zadaniu vyhovuje jedina postupnost’ {1}

n=l1

14. N§jdite vSetky funkcie f'definované na celych ¢islach, pre ktoré plati
f(n+m)+f(n—m)=2(f(m)+f(n))

pre vSetky celé Cisla m, n.

RieSenie: Pre m =n =0 dostavame, Ze plati
£(0)+7(0)=2(1(0)+£(0)).
¢o znamend, ze f(0)=0.
Ak zvolime n =0, dostaneme, Ze pre vSetky cel€ Cisla m plati
S (m)+ £ (=m)=2(f (m)+1(0)).
odkial’ po dosadeni f (O) =0 a uprave dostdvame, ze plati
f(=m)=f(m).
Matematickou indukciou dokdzeme, ze pre vSetky nezaporné celé Cisla k plati
S (kn) =K1 (n).
Pre k=0 a k =1 sme uz tvrdenie dokazali. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre
vSetky prirodzené Cisla menSie ako & +1. Potom dostavame, Ze plati

f((k+1)n):f(kn+n):Z(f(kn)+f(n))—f(kn—n)=
=2k f (n)+2f (n) - (k=1)" f(n)=(k>+2k+1) f (n) =
=(k+1)" f(n),

¢o sme chceli dokazat’.
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Vzhl'adom na to, Ze sme ukézali, Ze funkcia fje parna, pre vSetky celé Cisla £ plati

f(kn)=k>f(n).

Ak oznagime f(1)=c, tak dostavame, Ze pre funkciu / musi platit’ f(n)=cn’.

Dosadenim tohto vyjadrenia do funkcionélnej rovnice v zadani dostadvame, Ze pre

kazdé realne ¢&islo ¢ je funkcia f(n)=cn® rieSenim alohy.

Vysledkové listiny po 3. sérii uloh

Kategoria Z
Por. | Priezvisko Meno Trieda Skola PS 2|3]|4] Spolu
1. | Hruskova Martina 4.B ZS Svit, Mierova 134 22 - 37
2. | Hornyakova | Viktéria kvarta | G P. Pazmanya Nové Zamky 15 - 26
Kategoria C
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola PS 415]| 6] Spolu
1. | Chudéa Fatima 1. A Sukromné konzervatdérium Nitra 23 - —-1]- 23
Kategoria A
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola PS 8| 9| 10 | Spolu
1. | Hornyak Zsolt septima C | G P. Pazmanya Nové Zamky 27 413]|0 34
Svaty Lukas septima | G Nitra, Parovska 1 33 - = - 33
Beznak Samuel 1.C G Dubnica nad Vahom, Skolska 2 | 26 - = - 26
Kategoria ©t
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola PS | 11 | 12 | 13 | 14 | Spolu
1. | Hornyak Zsolt septima C | G P. Pazmanya Nové Zamky 5 4 | — | - | 4 13
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