Zadania tloh 59. ro¢nika Matematickej olympiady

Kategoria 74

74-1-1

Dopliite ¢isla do stucinovej pyramidy. Kazdé ¢islo v tehlickach (od druhého riadku) sa
rovnd sucinu cisel v tehlickach bezprostredne nad nim. V prvom riadku su iba
jednociferné Cisla.

(M. Kollar)

74 -1-2
Janka delila lentilky sebe a sestre Danke. Sebe dala 11 lentiliek, Danke 2. Potom sebe
10 a Danke 4. Potom sebe 9 a Danke 6... tymto spdsobom sebe dala vzdy o 1 mene;j
a Danke o 2 viac ako predtym. V deleni pokracovala, az sa jej lentilky minuli. Na
svoje 1 Dankino pocudovanie dievcata zistili, Ze maja lentiliek rovnako. Kol'’ko bolo
vSetkych lentiliek?

(M. Dillingerova)

74-1-3

Doplnl ¢isla od 1 do 12 (kazdé prave raz) do tabulky. V jednotlivych riadkoch su
priklady na scitanie, od¢itanie, ndsobenie a delenie a tie musia byt vSetky splnené.
Navyse v kaZdom riadku st dopliiané &isla usporiadané zl'ava doprava od najvicsieho
po najmensie.

+ + = 33

- - = 0

= 35

(M. Kolléar)

7Z4-1-4

Jurko chodi domov zo Skoly okolo Skolského latkového plota. V pondelok sa rozho-
dol, Ze cestou zo Skoly bude na kazdd druhd latku robit” znacku bielou kriedou.
V utorok, stredu 1 Stvrtok to zopakoval s kazdou druhou eSte neoznacenou latkou.
V piatok réno zistil, Ze mu ostalo uz iba 7 latiek neoznacenych. Kol'ko najmene;j

a kol’ko najviac latiek mohol mat’ plot Skoly?
(M. Dillingerova)



74-1-5

Samo ma tri starSie sestry. Kazd4 robi nieCo iné a kazda chova jedno zvieratko.
LCudka hrd tenis. NajmladSia je klaviristka. Ivana neStuduje jazyky. Maria nie je
prostrednd. Na klaviri seddva vel’kd ¢ierna macka. Prostrednd ma papagdja. Tretim

zvieratom je pes. Vypis, ako sa vold najstarSia sestra, ¢o robi a aké zviera chova.
(M. Dillingerova)

74-1-6
Martin mé vystrihnuty z papiera jeden obdiZnik s rozmermi 2 cm a 6 cm. Okrem toho
ma este jeden obdiZnik a jeden §tvorec. Zo vetkych troch ttvarov vie bez prekryva-
nia a dier zlozit’ jeden vel’ky Stvorec. Aké rozmery mdZzu mat’ jeho utvary? Néjdi dve
rieSenia.

(M. Dillingerova)

Kategoria 75

75-1-1

Husenica Leona spadla doprostred Stvorcovej siete. Rozhodla sa, ze polezie ,,do
Spirdly* tak, ako je naznaCené na obrdzku; na Ziadnom Stvor¢eku nebude dvakrat
a Ziaden StvorcCek nevynecha.
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Z prvého StvorCeka na druhy liezla smerom na vychod, z druhého na treti smerom na
sever, z tretiecho na Stvrty smerom na zdpad, zo Stvrtého na piaty tieZ na zépad,

z piateho na Siesty na juh... Ktorym smerom liezla z 81. na 82. Stvorcek?
(M. Petrova)

75 -1-2
Misa si z papiera vystrihla dva rovnaké 3tvorce, jeden obdiznik s rozmermi
10 cm x 24 cm a eSte jeden obdiZnik. Aké rozmery mohol mat’ tento obdiZnik, ak sa
zo vSetkych Styroch ttvarov dal zloZit' Stvorec bez toho, aby sa jednotlivé diely
prekryvali? Takych obdiZnikov sa d4 ndjst’ niekol’ko, uved’ aspoti $tyri.

(L. Simtinek)



7Z5-1-3
Vyrie$§ nasledujici algebrogram a néjdi vSetky rieSenia. Rovnaké pismend nahrad’
rovnakymi Cislicami, r6zne rO6znymi.
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(M. Volfova)

75-1-4
Nina dostala od pani ucitel’ky nasledujice karticky:

: 6 —4 -3 +1 : 4

17 — — — —

Ma z nich zostavit’ priklad pre svojich spoluziakov, priCom kazdd karticku pouZije
prave raz. Pomo6Z Nine a zostav jeden taky priklad tak, aby kazdé delenie vyslo bezo
zvysSku. Aky bude vysledok?

(M. Petrova)

7Z5-1-5
NaSich 84 ziakov iSlo do kina. Listok sice stal 2 €, ale kazdy 12. Ziak mal polovi¢nu

zlavu a kazdy 35. vstup zdarma. Kol'ko stdlo vstupné pre vSetkych Ziakov?
(M. Volfova)

7Z5-1-6

Chlapci nasli stary plan minového pol'a (obrizok). Cisla sd na poli¢kach, kde Ziadne
miny nie sd, a uddvaji pocet zaminovanych susednych policok. Ur¢i, kol'ko je v poli
min spolu a kde sud. (Policka susedia prave vtedy, ked’ majid spolocny vrchol alebo
stranu.)
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(M. Volfova)
Kategoéria Z6

76 -1-1

Janko s Marienkou chodia k babicke, ktora ma cukraren a predava perniky. Obe deti
jej samozrejme pomadhaji, hlavne so zdobenim. Kym babicka ozdobi piat’ pernikov,
ozdobi Marienka tri a Janko dva. Pri poslednej navSteve ozdobili vSetci traja spolu



pit plnych tdcok. Marienka s babickou zdobili po cely ¢as, Janko najprv zdobil
a potom zrovnaval perniky po dvandst’ na jednu ticku a odndsal ich do komory.
VSsetci traja v ten isty okamih zacali 1 skon¢ili.
1. Kol’ko pernikov ozdobil Janko?
2. Ako dlho 1im trvala celd préca, ak babicka ozdobi jeden pernik za 4 minuty?
3. Ako dlho pomdhal Janko zdobit’?
(M. Petrova)

76 -1-2
Stvormiestny PIN kéd Rastovho mobilu je zaujimavy:
* jednotlivé Cislice su prvocisla,
1. a 2. Cislica v tomto poradi vytvori prvocislo,
e 2.a 3. ¢islica v tomto poradi vytvori prvocislo,
* 3. a4. ¢islica v tomto poradi vytvori prvocislo.
Rast’'o zabudol svoj PIN kdéd, ale pamit4 si vSetky vysSie uvedené vlastnosti. Snazi sa

zaktivovat’ vypnuty mobil. Ktoré ¢isla by mal vyskiSat’?
(M. Petrova)

76 -1-3

Na nasledujucom obrazku je utvar zlozeny zo siedmich rovnakych Stvoruholnikovych
dielikov stavebnice. Aky je obvod tohto utvaru, ak obvod jedného Stvoruholnikového
dielika je 17 cm?

(K. Pazourek)

76-1-4

Ocko sa rozhodol, zZe bude ddvat’ svojmu synovi Mojmirovi raz za mesiac vreckové.
Prvé vreckové dostal Mojmir v janudri. Ocko kazdy mesiac vreckové zvySoval vzdy
04 €. Keby Mojmir neutrical, mal by po dvanastom vreckovom pred Vianocami

900 €. Kol’ko eur dostal Mojmir v janudri ako prvé vreckové?
(L. Hozova)



76 -1-5
Dopli miesto hviezdiciek Cisla tak, aby sucet vysledkov nasledujicich dvoch
prikladov bol 5842.

R 2 % 9 *
3 % 4 % T |
4 % 0 0 x5 4 %

(M. Dillingerovd)

76 -1-6

Na Skolski olympiddu vytvorili Ziaci stupne vitazov z drevenych kociek, pozri
obrazok. Kol'ko kociek pouzili celkom? Zostavené stupne natreli po celom povrchu
(okrem podstavy) na bielo a po vyhldseni vysledkov svoj vytvor rozobrali. Kol'ko
kociek malo 6, kol’ko 5, 4, 3, 2, 1 ¢i ziadnu stenu bielu?

L7 ~ L

L 7 7

£ 7
Z

P31

(M. Dillingerova, M. Volfovd)

Kategoria 27

77-1-1
Do predajne vina sa v noci dostal kocur. Vyskocil na policu, na ktorej boli v dlhom
rade vyrovnané fl'aSe s vinom — prva tretina flia§ skraja stdla po 8 €, nasledujica
tretina flia§ stdla po 6,5 € a posledna tretina po 5 €. Najprv koctr zhodil na zem fl'asu
za 8 €, ktor4 stdla dplne na zaciatku radu, a potom postupoval d’alej a zhadzoval bez
vynechania jednu fl'aSu za druhou. NeZ ho to prestalo bavit’, zhodil 25 flia§ a tie sa
vSetky rozbili. Rdno majitel’ I'utoval, Ze kocur nezacal so zhadzovanim na druhom
okraji police. Aj keby totiZ rozbil rovnako vela flia§, bola by Skoda o 33 € niZSia.
Kolko flia§ bolo pdvodne na polici?

(L. Simtnek)

77-1-2
Na tabuli st napisané tri prirodzené ¢isla a, b, c, pre ktoré plati:
* najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢isel a, b je 15,
* najvacsi spolo¢ny delitel’ ¢isel b, ¢ je 6,
* sucin ¢isel b, ¢ je 1800,
* najmensi spolo¢ny nasobok Cisel a, b je 3150.
Ktoré su to Cisla?
(L. Simtinek)



77-1-3
V Stvoruholniku KLMN pozname vyznacCené uhly a vieme, ze plati IKNI = ILM|. Zisti
velkost’ uhla KNM.

M
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(L. Hozova)

77-1-4

Kocka bola zloZend z 64 kocd&ok s hranou dizky 2 cm. Potom
bolo niekolko kocd¢ok z viditeInej strany odobranych, pozri
obrazok.

1. Ur¢ objem a povrch ziskaného telesa.

2. Teleso bolo na celom povrchu natreté ¢ervenou farbou, potom
rozobrané na pévodné kococ¢ky. Kol'ko z nich malo 6, kol'ko 5, 4,
3, 2, 1 ¢1 ziadnu stenu Cervena?

(M. Volfova)

77-1-5
Na ¢iselnej osi st zndzornené Cisla 12x a —4x. Zndzorni na tejto osi nulu a ¢islo x.

(M. Petrova)

7Z7-1-6
Dopln miesto hviezdiciek cisla tak, aby sucet vysledkov nasledujicich dvoch prikla-
dov bol 5842.

*o2o* 7 2 % 9 %
3 * 4 * - * 2 % 4
) 4 * 0 O * 5 4 %
Uloha ma viac rieSeni, urC aspon dve.
(M. Dillingerova)
Kategoéria Z8

78-1-1
NapiSte cislo 75 ako sucet niekol'ko bezprostredne po sebe idicich prirodzenych
Cisel. Ngjdite aspoii Styri rieSenia.

(M. Volfova)



78 -1-2
Tri kamardtky sa ziSli na chalupe a vyrazili na huby. Nasli spolu 55 hribov. Po
navrate si urobili prazenicu, rozdelili ju na Styri rovnaké porcie a pozvali na nu kama-
rita Petra. Puba dala na praZenicu est zo svojich hribov, Marienka osem a Séarka
pat. Kazdej po tom zostal rovnaky pocet hribov. Peter im daroval bonboniéru, v kto-
rej bolo 38 bonbénov, a povedal, Ze sa majui spravodlivo rozdelit’ podla toho, akym
dielom prispeli na jeho jedlo.
1. Kol’ko hribov nasla kazd4?
2. Ako si mali podl'a Petra bonbony podelit? Urcte kol'’ko bonbénov si mali jednotli-
vé kamaratky vziat’.

(M. Volfova)

78 -1-3
Sedadla v divadelnom sdle su rozdelené do troch kategérii podl'a ich vzdialenosti od
javiska. ,,I. miesta* su najblizsie k javisku, tvoria dve pitiny kapacity sily a predava-
ju sa za 11 €. II. miesta* tvoria d’alSie dve pitiny kapacity sdly a preddvaji sa za
10 €. Ostatné III. miesta® sa predavaju za 9 €. Pred zahdjenim predpredaja na
sldvnostni premiéru bolo rozdanych 150 vstupeniek zadarmo pozvanym host'om.
Vstupenky boli rozddavané postupne od prednych miest sdly dozadu. VSetky ostatné
vstupenky sa potom predali. Keby sa vSak volné vstupenky rozdédvali postupne od
zadnych miest dopredu, bola by trzba o0 216 € vicsia. Kol’ko miest bolo v sdle?

(L. Simtnek)

78 -1-4
Dostali sme kocku, ktord mala dizku hrany vyjadrent v centimetroch celym ¢&islom.
Vsetky jej steny sme nafarbili na ¢erveno a potom sme ju rozrezali bezo zvySku na
kocdeky s hranou dizky 1 cm.
* Lukas tvrdi, Ze kocd¢ok s dvomi nafarbenymi stenami je desat’krdt viac nez
tych s tromi nafarbenymi stenami.
* Martina tvrdi, Ze kocd¢ok s dvomi nafarbenymi stenami je patndstkrat viac
nez tych s tromi nafarbenymi stenami.

Pravdu md vSak iba jeden — kto? Kolko cm merala hrana povodnej kocky?
(L. Simtinek)

7Z8-1-5
Zo §tvorca so stranou dizky 6 cm odstrihneme od kaZdého vrcholu zhodny rovnora-
menny pravouhly trojuholnik tak, aby sa obsah Stvorca zmensSil o 32 %. Zistite dlzku

odvesien odstrihnutych trojuholnikov.
(M. Krejcovd)

7Z8-1-6

V dvoch miestnostiach vzdeldvacieho centra sa konali prednasky. Priemerny vek Os-
mich l'udi pritomnych v prvej miestnosti bol 20 rokov, priemerny vek dvandstich 'udi
pritomnych v druhej miestnosti bol 45 rokov. Po€as prednasky odiSiel jeden ucastnik



a tym sa priemerny vek vSetkych osdb v oboch miestnostiach zvysil o jeden rok. Kol’-
ko rokov mal ucastnik, ktory odiSiel?
(L. Hozova)

Kategoéria 29

79-1-1
Dostal som zadané dve prirodzend ¢isla. Potom som ich obe zaokruhlil na desiatky.
Ktoré ¢isla som dostal zadané, ak viete, Ze stiCasne plati:

* podiel zaokrahlenych Cisel je rovnaky ako podiel povodnych Eisel,

.....

.....

(L. Simtnek)

79 -1-2
Pat a Mat boli na vylete. Vysli rdno po 6smej hodine v ase, ked’ velkd a mala
ruCicka na Patovych hodinkich lezali na opacnych polpriamkach. Na opacnych
polpriamkach lezali ruc¢i¢ky Patovych hodiniek aj v Case, ked’ sa obaja priatelia pred
poludnim vrétili. Mat dobu trvania vyletu meral stopkami. Urcite aj vy s presnostou
na sekundy, ako dlho trval vylet. Predpokladajte, Ze Patove hodinky a Matove stopky
1811 presne.

(M. Volfova)

79-1-3

Na obrazku je kocka s hranou dizky 2 cm tvorend 6smimi kocé¢kami s
hranou dizky 1 cm. Osem stien kocd&ok je nafarbenych na &ierno,
ostatné su biele. Pritom sa z nich déd zlozit’ kocka, ktorej povrch je
biely. Kolkymi spdsobmi mdZzu byt kocdky nafarbené?
Predpokladajte, Ze rovnako nafarbené koc6Cky nedokdzeme odliSit,
mozno ich teda zamienat’.

(K. Pazourek)

79-1-4
Adam a Eva dostali kogik, v ktorom bolo 31 jabik. Prvy defi zjedla Eva tri §tvrtiny
toho, ¢o zjedol Adam. Druhy denl zjedla Eva dve tretiny toho, ¢o zjedol druhy den
Adam. Druhy defi veéer bol kosik prazdny. Kol’ko jabik zjedla z kosiku Eva? (Adam
1 Eva jablka jedia celé a nedelia si ich.)

(L. Hozova)



79 -1-5
Vodi¢ prevaza mlieko v cisterne tvaru valca. Priemer podstavy je 180 cm, dizka
cisterny je 4 m. Kolko hl mlieka je v cisterne, ak je naplnend do troch Stvrtin
priemeru?

(M. Krejcova)

79-1-6
V lichobeZniku ABCD so zikladiami AB a CD diZok 7 cm a 4 cm st body SaT
stredy strdn AD a BC, pozri obrazok. Bod X je priesecnik tsefiek AC a ST, bod Y je
prieseénik tsetky AB a priamky DX. Obsah §tvoruholnika AYCD je 12 cm’.
Vypocitajte obsah lichobeznika ABCD.

D C

(M. Dillingerova)
Kategoria C

C-1-1
Erika a Klarka hrali hru ,,;slovny logik* s tymito pravidlami: Hrd¢ A si mysli slovo
zloZené z piatich r6znych pismen. Hrd¢ B vyslovi l'ubovol'né slovo zloZené z piatich
roznych pismen a hrdi¢ A mu prezradi, kol’ko pismen uhddol na spravnej pozicii a
kol’ko na nesprdvnej. Pismend povazujeme za rozne, aj ked sa liSia iba mikcéeniom
alebo diztiom (napriklad pismena A, A sii rozne). Keby si hra¢ A myslel napriklad
slovo LODKA a B by vyslovil slovo KOLAC, odpovie hri¢ A, Ze jedno pismeno
uhadol hrd¢ B na sprdvnej pozicii a dve na nespravnej. Skratene ozndmi ,,1+2%, lebo
sa naozaj obe slovd zhodujui iba v pismene O vritane pozicie (druhej zlava) av
pismendch K a L, ktorych pozicie st odlisSné. Erika si myslela slovo z piatich r6znych
pismen a Klarka vyslovila slova KABAT, STRUK, SKOBA, CESTA a ZAPAL.
Erika na tieto slovd v danom poradi odpovedala 0+3, 0+2, 1+2, 240 a 1+2. Zistite,
aké slovo si Erika mohla mysliet’.

(Peter Novotny)



C-1-2

Vrcholom C pravouholnika ABCD ved’te priamky p a g, ktoré maji s danym pravou-
holnikom spolo¢ny iba bod C, pricom priamka p ma od bodu A najviac¢Siu moznu
vzdialenost’ a priamka g vymedzuje s priamkami AB, AD trojuholnik s ¢o najmensim

obsahom.
(Leo Bocek)

C-1-3
Urcte vSetky redlne ¢isla x, ktoré vyhovuju rovnici 4x — ZLxJ =5. (Symbol ij ozna-
Cuje najvacsie celé Cislo, ktoré nie je vicsie ako Cislo x, tzv. dolnu celud Cast’ redlneho
¢isla x.)

(Jaroslav Svréek)

C-1-4
Kruznica k(S;r) sa dotyka priamky AB v bode A. KruZnica [(T};s) sa dotyka priam-
ky AB v bode B a pretina kruznicu k v krajnych bodoch C, D jej priemeru. Vyjadrite

dizku a dse¢ky AB pomocou polomerov r, s. Dokdzte d’alej, Ze prieseénik M priamok
CD, AB je stredom usecky AB.

(Leo Bocek)
C-1-5
Dokaézte, Ze pre l'ubovol'né kladné redlne ¢isla a, b plati
2(a® +3ab+b*
\/E < ( ) < a+b ’
5(a+b) 2
a pre kazdd z oboch nerovnosti zistite, kedy prechddza na rovnost’.
(Jan Mazak)

C-1-6
N4jdite vSetky prirodzené Cisla, ktoré nie su deliteI'né desiatimi a ktoré vo svojom
dekadickom zdpise maji niekde vedla seba dve nuly, po ktorych vyskrtnuti sa
povodné ¢islo 89-krat zmensi.

(Jaromir Simsa)

Kategoria B

B-1I-1

Na stole lezia tri kopky zapaliek: v jednej 2009, v druhej 2010 a v poslednej 2011.
Hrac, ktory je na tahu, zvoli dve kopky a z kazdej z nich odoberie po jednej zapalke.
V hre sa pravidelne striedaju dvaja hraci. Hra konc¢i, akonéhle niektora kopka zmizne.
Vyhréva ten hrac, ktory urobil posledny t'ah. Popiste stratégiu jedného z hracov, ktora

mu zaruc¢i vyhru.
(Jan Maz4k)



B-1-2
Na tabuli je napisané Stvorciferné Cislo, ktoré ma presne Sest’ kladnych delitel’ov,

.....

delitel'ov je druhou mocninou prirodzeného cCisla. Urcte vSetky €isla, ktoré mézu byt
na tabuli napisané.
(Peter Novotny)

B-1-3
V rovine je dand usecka AB. Zostrojte rovnobeZznik ABCD, pre ktorého stredy stran
AB, CD, DA oznaCené postupne K, L, M plati: body A, B, L, D lezia na jednej
kruZznici a aj body K, L, D, M lezia na jednej kruZnici.

(Jaroslav Svréek)

B-1-4
N4jdite 2009 po sebe iducich Stvorcifernych Cisel, ktorych sicet je stic¢inom troch po
sebe iducich prirodzenych cisel.

(Radek Horensky)

B-1-5
Vnutri kratSieho obluka AB kruZnice opisanej rovnostrannému trojuholniku ABC je
zvoleny bod D. Tetiva CD pretina stranu AB v bode E. Dokézte, Ze trojuholnik so
stranami diZok |AE|, |BE|, ICE| je podobny s trojuholnikom ABD.

(Pavel Leischner)

B-1-6
Redlne &isla a, b maju tito vlastnost’: rovnica x° —ax+b—1=0 ma v mnoZine real-
nych c¢isel dva rdozne korene, ktorych rozdiel je kladnym koreiom rovnice
x*—ax+b+1=0.
a) DokéaZte nerovnost’ b > 3.
b) Pomocou b vyjadrite korene oboch rovnic.
(Jaromir Simsa)

Kategoria A

A-1-1
V obore reédlnych Cisel rieste sistavu rovnic

X —y=z-1,
VY —z=x-1,
NP —x=y-1.

(Radek Horensky)



A-1-2
Do kosoStvorca ABCD je vpisand kruZznica. UvaZzujme jej 'ubovol'nd doty¢nicu preti-
najucu obe strany BC, CD a oznaCme postupne R, S jej prieseCniky s priamkami AB,
AD. Dokazte, Ze hodnota sucinu ‘BR‘ : ‘DS ‘ od vol'by doty¢nice nezavisi.

(Leo Bocek)

A-1-3
Na tabuli su napisané ¢isla 1, 2, ..., 33. V jednom kroku zvolime na tabuli dve &isla,
z ktorych jedno je delitelom druhého, obe zotrieme ana tabulu napiSeme ich
(celocCiselny) podiel. Takto pokracujeme, kym na tabuli nezostanu iba Cisla, z ktorych
Ziadne nie je delitel'om iného. (V jednom kroku mdZeme zotriet’ aj dve rovnaké Cisla
a nahradit’ ich ¢islom 1.) Najmenej kol'ko ¢isel moZze na tabuli zostat’?

(Peter Novotny)

A-1-4
V T'ubovol'nom ostrouhlom réznostrannom trojuholniku ABC oznac¢me O, V a S pos-
tupne stred kruznice opisanej, prieseCnik vySok a stred kruZnice vpisanej. DokaZzte, Ze
os useCky OV prechddza bodom § prave vtedy, ked’ jeden vnitorny uhol trojuholnika
ABC ma velkost’ 60°.

(Tomas Jurik)

A-1I-5
V nédrzi je ry ryb, spolo¢ny ulovok n rybarov. Prichdadzaju pre svoj podiel jednotlivo.
Kazdy si mysli, Ze sa dostavil ako prvy, a aby si vzal presne n-tinu aktudlneho poctu
ryb v nadrZi, musi predtym jednu z ryb pustit’ spat’ do mora. Urcte najmensie mozné
Cislo ry v zdvislosti od daného n>2, ked’ aj posledny rybér si asponl jednu rybu
odnesie.

(Dag Hruby)

A-1-
Pre dan6é prvocislo p uréte podet (vietkych) usporiadanych trojic (a, b, c) Cisel
Z mnoziny {1, 2,3,...,2 pz} , ktoré spiﬁajﬁ vztah
la. c]+[b,c] _ p*+1
a+b - pi+2 -
pricom [x, y] oznacuje najmensi spolocny ndsobok ¢isel x a y.

b

(Tomas Jurik)



