KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2012/2013
RieSenia 1. série uloh koreSpondencnej stut’aze

1. Vyjadrite ¢islo 3 000 pomocou piatich rovnakych Cislic a znakov matematickych
operacii.

RieSenie: Jednym z moznych rieseni je napriklad 5° —5-5-5=3125-125=3000.

2. Cisla 46 a 96 maju zaujimavu vlastnost’. Ich suéin sa nezmeni, ak v kazdom z nich
zamenime poradie Cislic, teda plati 46 . 96 = 64 . 69. Najdite vSetky ,,pravé®
dvojice prirodzenych cisel s touto vlastnostou, teda nesmie platit, Ze jedna bude
obratenou podobou tej druhej (napriklad 12 a 21) alebo to budu Cisla s rovnakymi
Cislicami (napriklad 11 a 33).

RieSenie: Uvazujme prvé dvojciferné cCislo v tvare 10a+5b adruhé cislo v tvare
10c+d, kde a, b, ¢, d su cifry, priCom a a ¢ st nenulové, nesmie sucasne platit’ a =d
a b=c, ani suCasne a=>b a c=d . Bez uyymy na vSeobecnosti mézeme predpokladat’,
ze a < c (ak by to neplatilo, vymenime poradie tychto dvoch ¢isel).
Ak v danych dvoch ¢islach zamenime poradie ich Cislic, dostaneme Cisla 10b+a,
resp. 10d + c¢. Na zéklade informécii v zadani potom musi platit’
(lOa +b)(lOc + d) = (IOb + a)(lOd + c).

Postupnymi tipravami dostaneme, ze plati
100ac + lO(ad + bc) + bd =100bd + lO(ad + bc) + ac,

100ac + bd =100bd + ac,

ac=bd.
KedZe a a ¢ st nenulové, nemdze sa nule rovnat’ ani jedna z cifier b, d. Teraz uz
len v tabul’ke rozoberieme moznosti, ktoré¢ vyhovujt, pricom musime brat’ do ivahy
vysSie stanovené podmienky. Nakoniec ndm ostanu tieto rieSenia:

a C ac = hd b d Overenie

1 4 4 2 2 12-42=504=21-24

1 6 6 2 3 12-63=756=21-36

1 6 6 3 2 13-62=806=31-26

1 8 8 2 4 12-84=1008=21-48
1 8 8 4 2 12-84=1008=21-48
1 9 9 3 3 13-93=1209=31-39
2 6 12 3 4 23-64=1472=32-46
2 6 12 4 3 24-63=1512=42-36
2 8 16 4 4 24-84=2016=42-48

p—




2 9 18 3 6 23-96=2 208=32-69
2 9 18 6 3 26-93=2418=62-39
3 8 24 4 6 34-86=2924=43-68
3 8 24 6 4 36-84=3024=63-48
4 9 36 6 6 46-96=4 416=64-69

3. Kamilka si stavala pyramidu z kociek.. Najvyssie poschodie malo jednu kocku,
pod nim 3 x 3, niz§ie 5 x 5, 7 x 7 atd’. Povrch jednej kocky je 6 dm?® cela
pyramida bola vysoka jeden meter. Aky povrch ma celd pyramida? Plocha, ktorou
pyramida leZi na zemi, sa nerata.

RieSenie: Ked’7e povrch jednej kocky je 6 dm?, dizka hrany kocky musi byt 1 dm,
pretoze povrch kocky s hranou dizky a vypoéitame ako 6a”. A ak ma platit’ 64> =6,
tak musi platit’ a =1, pretoze dizka je nezaporna. Potom vyska pyramidy v decimet-
roch predstavuje pocet jej poschodi. Ked'Zze vyska pyramidy je jeden meter, musi mat’
10 poschodi.

Na pyramidu sa mo6Zeme pozriet’ z piatich stran, ked’Ze spodnd stena sa nerata. Zo
Styroch bo¢nych pohladov vyzera pyramida rovnako. Celkovy povrch pyramidy
potom pozostava z 5 Casti — z jednotlivych bo¢nych stran (tie s Styri a st rovnake)
a z povrchu vodorovnych casti.

Styri boéné strany predstavuju ,,hranaté trojuholniky*, ktoré su tvorené 1, 3, 5, ...,
19 Stvorcami vedla seba (pocet Stvorcov sa rovnad poctu kociek v danom poschodi
aur¢ime ho ako dvojnasobok poradia poschodia od vrchu zmenSeny o jednotku,
pretoze 'ahko overime, ze v prvom, druhom ¢i tretom poschodi to plati, a ked’ ideme
o jedno poschodie d’alej, tak sa pocet kociek v iom zvysi o dve).

Ak prilozime dva hranaté trojuholniky k sebe a jeden
oto¢ime o 180°, dostaneme ,,hranaty rovnobeznik*, ktory
bude mat’ 10 poschodi a v kazdom z nich bude 20 Stvor-
cov. To znamena, Ze je tvoreny 10-20 =200 jednotkovy-
mi Stvorcami. Ked’Ze hranaté trojuholniky méme Styri,

dostavame dva hranaté rovnobezniky. Ich spolo¢ny
obsah potom bude 400 dm”.
Ked’ sa pozrieme na pyramidu zhora, uvidime Stvorec 19 dm x 19 dm. Jeho obsah

je (19 dm)2 =361 dm®. S¢itanim ¢iastkovych vysledkov dostivame, Ze povrch

pyramidy je 761 dm’.

4. Kolko existuje takych patcifernych cCisel, Ze sa v nich vyskytuje Cislica 2 presne
Styrikrat a O nie je na prvom mieste?




RieSenie: Ked’Ze sa v Cisle vyskytuji prave Styri Cislice 2 a ¢islo je pétciferné, prave
jedna Cislica bude r6zna od dvojky. Ak je tato Cislica na prvom mieste, mame pre fiu
8 moZznosti, pretoZze 0 ani 2 nemo6zeme pouzit. Ak bude na zvySnych Styroch mies-
tach, v kazdom pripade dostaneme 9 mozZnosti, pretoze tam uz mdézeme pouzit aj
&islicu 0. Celkovo teda dostavame 8+9+9+9+9 =44 &isel, ktoré spifiaji stanovené
poziadavky.

5. Peter s Jurajom si vymysleli nova hru s kolkami, pretoze ich uz nebavili klasické
pravidla. Postavili vedl'a seba 13 kolkov a zo vzdialenosti 5 metrov ich zhadzovali
pomocou kopania do futbalovej lopty. Vyhra ten, kto zhodi posledny kolok, alebo
ten, ktorého super nezhodi ani jeden z kolkov, ktoré eSte stoja. Vzhl'adom na
vzdialenosti medzi kolkami je mozné v jednom kole zhodit’ maximalne dva kolky
(ak prave dva, tak susedné). Ked’ze su aj dobri futbalisti, vzdy trafia to, Co si
zaumienia. Peter trafil v prvom kole druhy kolok zl'ava. Ako ma d’alej postupovat’
Juraj, aby urcite vyhral?

Riesenie: Ulohu budeme riesit’ pomocou tzv. vyhravajucich a prehravajucich pozicii.
Vyhréavajica pozicia je ta, pri ktorej existuje taka stratégia pre hrac¢a na t'ahu, ze pri
I'ubovolnej hre stpera dokaze vyhrat. Prehravajica pozicia je ta, pri ktorej pri
I'ubovolnej hre hraca na tahu dokaze druhy hra¢ hrat’ tak, ze vyhré. Je zrejmé, ze ak
je niektord pozicia vyhrdvajuca pre jedného hraca, tak je prehravajuca pre druhého
a naopak. Lahko nahliadneme, Ze vyhrdvajlca pozicia sa vykonanim spravneho trafe-
nia (moze ich byt aj viac) prvym hraom meni na prehravajucu pre druhého hraca,
a pri 'ubovolnom trafeni v prehravajicej pozicii sa pozicia zmeni na vyhrdvajtcu pre
druhého hréca.

Na zjednodusenie zapisu jednotlivych situdcii budeme pouzivat’ zapis x —y — ... —
z, ktory bude oznacovat, ze zl'ava stoji prave x kolkov, potom je vedla nich aspon
jeden zhodeny (ak ich je zhodenych viac vedla seba, pouzivame stile jedinu
pomlcku), d’alej je prave y kolkov vedl'a seba, vedla nich aspoii jeden zhodeny, ..., na
konci je z kolkov sprava. Na zaciatku mame situaciu, ktorti charakterizujeme ¢islom
13. Po prvom Petrovom kole sme dostali situaciu 1 — 11. Cahko nahliadneme, Ze nie
je dolezité poradie, v ktorom st pocty kolkov medzi pomlckami, pretoze v jednom
tahu sa mézu zhadzovat len kolky v jednom suvislom useku kolkov. Jednotlivé
zhadzovania budeme d’alej nazyvat’ tahmi. Hra¢, ktory je na tahu, bude tzv. prvy
hrég.

Postupne si budeme budovat’ zoznam vit'aznych a prehravajucich pozicii:
1, 2: Vitazné pozicie. Staci zhodit’ tento kolok/dva susedné kolky.



n — n: Prehrdvajica pozicia. Prvy hrd¢ moze urobit’ 'ubovolny tah a druhy hrac
zrkadlovo zopakuje tento tah na druhej polovici kolkov. To méZe urobit vzdy,
pretoze obe Casti su na zaciatku symetrické. To znamend, Ze posledny t'ah urobi
druhy hrag, a teda prvy hrac¢ prehra.

n—n—1,n—n—2: Vyhravajiace pozicie. Prvy hrd¢ odstrani 1, resp. 2 kolky z pos-
lednej skupiny a pripravi prehravajiicu poziciu n — n pre druhého hraca.

n—(m+ 1), n— (n+ 2): Vyhravajuce pozicie. Prvy hra¢ odstrani 1, resp. 2 kolky
z poslednej skupiny a pripravi prehravajiacu poziciu n — n pre druhého hraca.

2n + 1: Vitaznd pozicia. Stac¢i zhodit’ stredny kolok, pretoze po jeho zhodeni
dostaneme prehravajucu poziciu n — n.

2n: Vitaznd pozicia. Stac¢i zhodit’ dva stredné kolky (n-ty a (n + 1)-vy zl'ava), pretoze
po ich zhodeni dostaneme prehravajicu poziciu (n — 1) — (n —1).

1 — 2: Vitazna pozicia. Prvy hra¢ zhodi jeden kolok z dvoch, ktoré su vedla seba.
Tym transformoval poziciu pre druhého hraca na 1 — 1, oktorej vieme, ze je
prehravajtca.

1 — 3: Vitazna pozicia. Prvy hra¢ zhodi dva susedné kolky z troch. Tym transformo-
val poziciu pre druhého hra¢a na 1 — 1, o ktorej vieme, Ze je prehravajuca.

1 — 4: Prehravajtca pozicia. Ak prvy hra€ zhodi jeden kolok z jedného, dostane pozi-
ciu 4 pre druhého hréca, ktora je vyherna. Zo Styroch kolkov méze zhodit’ bud’ jeden
— dostane poziciu 1 — 3 (jeden krajny) alebo 1 — 1 — 2 (nie krajny), alebo dva — dosta-
ne poziciu 1 — 2 (krajné dva) alebo 1 — 1 — 1 (stredné dva). VSetko to s vitazné pozi-
cie, preto pozicia 1 — 4 je prehravajica.

V d’alSom texte skratime zapis a budeme uvadzat’ len pozicie, ku ktorym dany t'ah
vedie — bud’ je to znizenie jedného z Cisel x, y, ..., z o 1 alebo o 2 (predstavuje zhode-
nie jedného alebo dvoch kolkov skraja), alebo rozdelenie niektorého ¢isla ¢ na dve
tak, ze ich sucet sa rovna ¢ — 1 alebo ¢ — 2 (zhodenie jedného alebo dvoch kolkov,
ktoré nie st na kraji). Pre prehl'adnost’ budeme pozicie zapisovat’ vo vzostupnom po-
radi Cisel.

n —n —m — m: Prehrdvajuca pozicia. Prvy hra¢ méze urobit’ 'ubovolny t'ah (bud’ na
useku dlhom 7 alebo m kolkov) a druhy hra¢ zrkadlovo zopakuje tento t'ah na rovna-
kej Casti kolkov. To moZe urobit’ vzdy, pretoZze obe Casti dlhé n/m kolkov st na za-
Ciatku symetrické. Preto posledny t'ah urobi druhy hrac, a teda prvy hrac prehra.
n—-n—m-—m-—1,n—n—m—m—2: Vyhravajlice pozicie. Prvy hra¢ odstrani 1, resp.
2 samostatné kolky a pripravi prehravajicu poziciu n — n — m — m pre druhého hraca.
n—-n—-m-(m+1),n—n—m— (m+ 2): Vyhravajlice pozicie. Prvy hrac¢ odstrani
jeden, resp. dva krajné kolky z poslednej skupiny a pripravi prehravajiicu poziciu n —
n —m — m pre druhého hraca.



n—n—2m + 1), n—n—2m: Vyhravajuce pozicie. Prvy hra¢ odstrani stredny alebo
dva stredné kolky z poslednej skupiny podl’a jej parity a pripravi prehravajucu pozi-
cun—n—-—m-—m,resp.n—n—(m —1)— (m— 1) pre druhého hraca. To znamena, Ze
vo vSeobecnosti pozicia n — n — o je vyhravajlca.

n—n—m—m— o — o: Prehravajlca pozicia. Analogicky sa budu robit’ symetrické
tahy ako v pozicii typun —n —m — m.
n—-n—-m-m—-—o—(+1),n—n—-—m—m-o - (o+2): Vyhravajuca pozicia. Prvy
hrac¢ odstrani jeden, resp. dva krajné kolky z poslednej skupiny a pre druhého hraca
pripravi prehravajucu poziciun —n—m—m— o0 — o.

1 — 2 — 3: Prehravajtca pozicia. Po tahu prvého hraca mozu ostat’ tieto pozicie: 2 — 3,
1-3,1-1-3,1-2-2,1-1-2,1-1-1-2. Vzhl'adom na vyssie uvedené ide
o vyhravajlce pozicie, a teda tato pozicia je prehravajica.

2 — 5: Vyhravajuca pozicia. Zhodenim 2. kolku skraja z piatich dostdvame poziciu 1
— 2 — 3, ktora je prehravajuca.

2 — 6: Vyhravajica pozicia. Zhodenim 2. a 3. kolku skraja zo Siestich dostdvame
poziciu 1 — 2 — 3, ktora je prehravajica.

1 — 7: Vyhréavajtica pozicia. Zhodenim 3. a 4. kolku skraja zo siedmich dostdvame
poziciu 1 — 2 — 3, ktora je prehravajica.

1-2-4,1-2-5: Vyhravajaca pozicia. Zhodenim krajného kolku zo Styroch, resp.
dvoch krajnych z piatich, dostavame poziciu 1 — 2 — 3, ktora je prehravajica.

1 — 1 — 1 — 4: Prehravajuca pozicia. Po tahu prvého hra¢a mozu ostat’ tieto pozicie:
I-1-41-1-1-3,1-1-1-1-2,1-1-1-1-1. Vzhl'adom na vysSie
uvedené ide o vyhravajlce pozicie, a teda tato pozicia je prehravajica.

1 — 1 —7: Vyhravajuca pozicia: Zhodenim 2. a 3. kolku skraja zo siedmich dostdvame
poziciu 1 — 1 — 1 — 4, ktora je prehravajica.

2 — 7: Prehravajuca pozicia: Po tahu prvého hrac¢a mozu ostat’ tieto pozicie: 1 — 7, 7,
2-6,2-51-2-51-2-4,2-2-4,2-2-3,2-3-3. Vzhl'adom na vysSie
uvedené ide o vyhravajuce pozicie, a teda tato pozicia je prehravajica.

3 — 7: Vitazna pozicia. Po odobrati jedného krajného kolku z troch dostadvame pre-
hravajtcu poziciu 2 — 7.

1 — 2 — 7: Vitazna pozicia. Po odobrati jedného samostatného kolku dostavame pre-
hravajtcu poziciu 2 — 7.

1 -—1-1-1-3: Vitazna pozicia. Po odobrati stredného kolku z troch dostavame
prehravajucu poziciu 1 -1-1-1-1-1.

1 — 3 — 5: Vyhravajuca pozicia: Po odobrati 2. a 3. kolku z piatich dostavame prehra-
vajucu poziciu 1 —1 -3 —-3.



1 — 3 — 6: Vyhravajtca pozicia: Po odobrati 2. a 3. kolku zo Siestich dostdvame pre-
hravajucu poziciu 1 —1—-3 - 3.
1 —1-1-2-3: Prehravajlca pozicia: Po tahu prvého hraca moézu ostat’ tieto pozi-
cie:1-1-2-3,1-1-1-1-3,1-1-1-3,1-1-1-2-2,1-1-1-1-2,
1-1—-1-1-1-2.Vzhl'adom na vyssie uveden¢ ide o vyhravajuce pozicie, a teda
tato pozicia je prehravajica.
1 — 2 — 3 — 4: Vyhrévajuca pozicia: Po odobrati 2. a 3. kolku zo Styroch dostdvame
prehravajicu poziciu 1 -1 -1-2 -3,
1 —1-1-7: Vyhravajica pozicia: Po odobrati 3. a 4. kolku zo siedmich dostdvame
prehravajicu poziciu 1 -1 -1-2 -3,
1 — 3 — 7: Prehravajuca pozicia: Po t'ahu prvého hra¢a moézu ostat’ tieto pozicie: 3 — 7,
1-2-7,1-1-7,1-1-1-7,1-3-6,1-3-5,1-1-3-51-1-3-4,
1-2-3-41-2-3-3,1-3-3-3. Vzhl'adom na vysSie uvedené ide
o vyhravajlce pozicie, a teda tato pozicia je prehravajica.

Ked’ze z pozicie 1 — 11 sa vieme zhodenim 4. kolku skraja z 11 dostat’ na poziciu
1 —3 -7, je pozicia 1 — 11 vyhravajlica a Juraj mdéze na ziklade vyssie uvedeného
postupu vyhrat’, ked’ zhodi 4. kolok skraja z 11.

6. Dokazte, ze v Stvoruholniku s nerovnobeznymi protilahlymi stranami su stredy
uhlopriecok a stredy protil'ahlych stran vrcholmi rovnobeznika.

RieSenie: Ozna¢me si Stvoruholnik zo zadania ABCD. Stredy tuseciek AB, CD, AC,
BD oznaCme postupne X, Z, Y, W.

D

A X B

Na zaklade vlastnosti strednych prie€ok v trojuholniku 4ABD vieme, Ze plati, Ze WX
je rovnobezné s AD. Podobne z trojuholnika ACD dostavame, ze ZY je rovnobezné
s AD, teda WX je rovnobezné s ZY. Analogicky dostaneme, Ze WZ je rovnobezné
s XY. Navyse plati

x|=4]ap|=|zv).
[X¥|=3|BC|=Wz].

6



Aby bol Stvoruholnik XYZW rovnobeznikom, stac¢i ukazat, ze body X, Y, Za W ne-
lezia na jednej priamke. AvSak priamka WX je rovnobezna s priamkou AD a priamka
XY je rovnobezna s priamkou BC. Podl'a zadania st priamky AD a BC r6znobezné.
Potom su aj priamky XW a XY r6znobezné, a teda body X, Y, Z a W neleZia na jedne;j
priamke. Z toho vyplyva, ze XYZW je rovnobeznikom, ¢o sme chceli dokazat'.



