KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2013/2014
RieSenia 1. série uloh koreSpondencnej stut’aze

1. Janko, Anicka a Peter su surodenci. V tomto roku ma Anicka dvakrat tol’ko rokov
ako Janko. O tri roky bude mat’ Janko polovicu Petrovho veku a pred tromi rokmi
mal Peter dvakrat tol’ko rokov ako Anicka. Urcte vek kazdého z nich.

RieSenie: Oznac¢me vek Janka ako X. Potom ma Anicka v tomto roku 2X rokov. O tri
roky bude mat’ Janko X + 3 rokov, ¢o je polovica Petrovho veku. To znamena, Ze o tri
roky bude mat’ Peter 2X + 6 rokov, a teda tento rok ma 2x + 3 rokov a pred tromi
rokmi mal 2X rokov. Anicka mala pred tromi rokmi 2X — 3 rokov. Ked’ze pred tromi
rokmi mal Peter dvakrat tol’ko rokov ako Anicka, musi platit’

2X 2 2Xx 3,

odkial’ po uprave dostavame, ze
X 3.
To znamen4, ze Janko ma tento rok 3 roky, Anicka 6 rokov a Peter 9 rokov.

2. V kosiku su len dubdky a muchotravky — spolu 30 hub. Ked vytiahneme
I'ubovolnych 12 hub z koSika, bude medzi nimi urCite aspont jeden dubédk. Ked’
vytiahneme l'ubovolnych 20 hub z kosika, bude medzi nimi urcite asponl jedna
muchotravka. Kol’ko je v koSiku dubdkov a kol’ko muchotravok?

RieSenie: Ked'Ze pri vytiahnuti 12 hub z koSika vytiahneme asponl jeden dubdk, ma-
ximalne 11 hub mézu byt muchotravky (ak by ich bolo aspon 12, tak mo6zZzeme vy-
tiahnut’ prave tychto 12 a medzi nimi nebude ani jeden dubédk). Podobne dostaneme,
ze v koSiku mozZe byt maximalne 19 dubdkov, pretoze pri vytiahnuti 20 hib uz naj-
deme aspon jednu muchotravku. To znamena, Ze v koSiku je asponi 11 + 19 = 30 hub.
Ked'Ze hub je prave 30, jediné rieSenie je 11 muchotravok a 19 dubakov.

3. N4jdite dve patciferné Cisla, ktorych sucet dava 123 456, pricom pozadujeme, aby
jeden zo scitancov mal tri cifry rovnaké a aby sa medzi pouzitymi ciframi
nevyskytovala jednotka.

RieSenie: Tato Gloha ma vel'mi vela rieSeni, napriklad 99 999 + 23 457, 99 879 +
+ 23 577, 44 436 + 79 020. Dokonca aj za podmienky, Ze obe ¢isla maju po tri cifry
rovnaké, existuje viacero rieSeni, napr. 44 456 + 79 000.



4. Pri otvarani Sportovych hier nastupovali vlajkonosi¢i s vlajkami jednotlivych
Statov. Pri prvej oslavnej salve nastipila prva skupina vlajkonosi¢ov. Pri druhe;j
salve nastupili d’al§i vlajkonosi¢i a zaradili sa tak, Ze medzi kazdych dvoch
vlajkonosi¢ov na Stadidne sa postavil d’alsi vlajkonosi¢. Pri d’alSej salve znova
medzi kazdu dvojicu vlajkonosi¢ov pristipil d’alsi. Po tretej salve stalo na ploche
Stadidna 113 vlajkonosicov. Kol'’ko vlajkonosic¢ov nastapilo pri prvej salve?

RieSenie: Ozna¢me pocet vlajkonosicov na zaciatku pri prvej salve X. Pri druhej salve
pribudlo o jedného menej (vedl'a kazdého vlajkonosi¢a okrem toho, ktory je najviac
vpravo, sa vpravo postavil jeden novy), teda X — 1 vlajkonosicov, takZe ich tam bolo
2X — 1. Pri d’alSej salve pribudlo o jedného menej, teda 2X — 2. To znamena, Ze ich
tam bolo spolu 4X — 3. Preto musi platit’ 4Xx 3 113, odkial’ dostavame, Ze X 29.
To znamenad, ze pri prvej salve nastupilo 29 vlajkonosi¢ov. Sktiskou sa presvedcime,
ze pri druhej salve nastupilo 28 vlajkonosic¢ov a bolo ich celkovo 57. Pri tretej salve
nastupilo d’alSich 56 vlajkonosi¢ov a bolo ich na ploche Stadidna celkovo 113.

5. Kam treba dat’ vo vyraze 5 000 — 4 999 + 4 998 — ... +4 -3 + 2 — 1) lavu
zéatvorku, aby vysiel vysledok 2 013?

RieSenie: Ak dame l'ava zatvorku za plusom, tak je to to isté, ako keby sme ziadne
zatvorky nemali. Dany vyraz by sa potom rovnal suctu 2 500 jednotiek, pretoze
rozdiel dvoch za sebou iducich ¢isel sa rovna jednej, teda 2 500. Toto &islo sa vSak
nerovna 2 013. Preto zatvorka musi byt umiestnend za minusom. Oznaéme si jej
umiestnenie podla toho, pred ktorym cislom sa nachddza. Ked’Ze bude za minusom,
bude pred neparnym c¢islom. Preto si tato poziciu mézeme oznacit’ ako 2k — 1, kde
K je prirodzené Cislo:

5000 4999 4998 ... 2k 2k 1 2k 2 2k 3 ... 4 3 2 1.
V zatvorke potom dostaneme tento vyraz:
2k 1 2k 2 2k 3 2k 4 2k 5 ... 43 2 1.

Rozdiely v zlozenych zatvorkach sa rovnaju jednej. Pocet zloZzenych zatvoriek sa
rovna polovici poc¢tu prirodzenych ¢isel, ktoré sa nachadzaji od 1 po 2k — 2. Tych je
2k — 2, takze hodnota vyrazov v zloZzenych zatvorkach je

2k 2:2 k 1.

Hodnota vyrazu v okrtahlych zatvorkéch preto bude
2k 1k 1 3k 2.

Teraz sa pozrieme na vyraz pred l'avou okruhlou zatvorkou:
5000 4999 4998 4997 ... 2k 2 2k 1 2k



Analogicky dostaneme, Ze hodnota kazdej =zlozenej zatvorky je jedna
a potrebujeme zistit, kolko ich tam je. Ich pocet sa rovna polovici poctu
prirodzenych ¢isel od 2k+ 1 po 5 000. Tych je

5000 2k 1 1
2
Preto bude celkovy stcet Cisel pred okruhlou zatvorkou
2500 k 2k 2500 k.

Celkova hodnota vyrazu zo zadania potom bude
2500 k 3k 2 2502 2k.

To znamena, ze musime riesit’ rovnicu
2502 2k 2013,

rieSenim ktorej dostavame, Ze ma platit’
2k 489,

¢o vSak nie je mozné. Preto do dané¢ho vyrazu v zadani nie je mozné umiestnit’ l'avu
zéatvorku tak, aby bola jeho hodnota 2 013.

2500 k.

6. Dvojciferné Cislo nazyvame ,,suctosucinové, ak pren plati, Ze sucet jeho Cislic so
sucinom jeho ¢islic sa rovna tomuto Cislu (napr. 39=3+9+3-9). Urcte stcet
vSetkych suctosucinovych Eisel.

RieSenie: Uvazujme 'ubovol'né dvojciferné suétosucinové Cislo v tvare 10a + b, kde
a, bsuacifrya a 0. Potom ma platit”
10a b a b ab
Od¢itanim a + b od oboch stran rovnice dostavame, Ze plati
9a ab,
odkial’ prenesenim 9a na druhu stranu rovnice a vynatim a pred zatvorku dostavame,
ze plati
ab 9 o0

Kedze a 0, musi platit’ b 9, teda ide o vSetky dvojciferné ¢isla, ktoré maju na

mieste jednotiek deviatku. Hl'adany sucet sa preto rovna

19 29 ... 99.
Tento sucet si dalej upravime a dostaneme, Ze plati:
19 29 ... 9 110 9 210 9 ... 910 9
99 10 1 2 ... 9 &1 10 45 531.

Stcet vsetkych stctosucinovych ¢isel sa rovna 531.



Zadania 2. série uloh koreSpondencnej sut’aze

. Ked’ gepard zacal prenasledovat” antilopu, bola medzi nimi vzdialenost’ 60 metrov.
Antilopa unikala rychlostou 15 m/s, gepard ju dobehol za 12 sekind. Akou
rychlostou bezal gepard?

. Z 200 ziakov, ktori podali prihlaS8ku na gymnazium, bol prijaty kazdy druhy.
Pritom bolo prijatych 35 % prihlasenych dievcat anebolo prijatych 40 %
prihlasenych chlapcov. Kolko chlapcov adiev€at sa hlasilo na gymnazium
a kol’ko chlapcov a dievcat prijali?

. V klobuku je péat’ lopti¢iek a na kazdej z nich je napisané prave jedno prirodzené
¢islo. Sucet cisel na loptickach v klobuku je 27 a ¢isla na I'ubovolnych dvoch
loptickéch sa liSia aspoil o dva. Dokazte, Ze v klobtku nie je lopticka s ¢islom 6.

. Aky najvacsi pocet kralov moézeme umiestnit’ na Sachovnicu 8x8 tak, aby sa
ziadni dvaja neohrozovali? Kral ohrozuje vSetky policka, ktoré susedia
s polickom, na ktorom sa nachddza. Na jednom policku moze byt’ len jeden kral’.

. Ukazte, ze prirodzené Cislo n mozno vyjadrit’ ako stcet Styroch po sebe iducich
prirodzenych Cisel prave vtedy, ked’ n 10 a n dava zvySok 2 po deleni Styrmi.

. Dokazte, Ze pre lubovol'né redlne &isla @, b plati nerovnost a* b* a’b ab’.

. Dokazte, Zze z 'ubovol'nej sedmice prirodzenych ¢isel dokdzeme vybrat’ dve takeé,
ktorych sucet alebo rozdiel bude delitel'ny desiatimi.

. Predpokladajme, Ze kazdy bod roviny je ofarbeny jednou z dvoch farieb. Dokazte,
ze potom pre jednu z tychto dvoch farieb plati, ze pre kazdé kladné reélne ¢islo
existuje dvojica bodov ofarbenych touto farbou, ktorych vzdialenost' sa rovna
tomuto Cislu.

. Dokazte, ze ¢islo 2'"* —1 je delitelné ¢islom 1093

10. N3jdite vSetky prirodzené ¢isla m, n, ktoré st rieSeniami rovnice 2™ —3" =7.

11. Zistite, ¢1 existuje mnozina 4 024 takych prirodzenych ¢isel, ze sucet Cisel I'ubo-

vol'nej 2 013-prvkovej podmnoziny tejto mnoziny nie je delitel'ny ¢islom 2 013.



12. Nech a, b, ¢ su kladné realne ¢isla, ktorych sucin nie je vacsi ako ich sucet.
Dokazte, ze potom plati nerovnost’

a’ + b +c* >+/3abc.

13. Postupnost’ {an}t:=1 je definovand predpisom a6 =3a —a ,, pricom a =20,
a, =30. N4jdite vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré je 5a,,,a, +1 druhou mocni-

nou celého ¢isla.

14. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati nasledujica nerovnost’:

(20 +3n+1)" >6"-(n)

2

Termin odoslania rieSeni uloh 2. série: do 28. 2. 2014

RieSenia zasielajte na adresu:

Ing. Mgr. Martin Hrindk
MATMIX

Bratislavska 716/2

900 46 Most pri Bratislave



