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Redakcna posta

Mili ¢itatelia,

predviano¢ny Cas je zvy€ajne obdobim zhonu, pocas ktorého sa venujeme zhananiu
darcekov, upratovaniu a inym stvisiacim ¢innostiam. Po tomto ruSnom obdobi vSak
prichddza c¢as dlhSich prdzdnin, pocas ktorych sa mozZete venovat aj rieSeniu

matematickych tloh.

V tomto Cisle ¢asopisu vam prinaSame zadania druhej série naSej koreSpondencne;
sutaze. Vo vysledkovej listine uvadzame len rieSitel'ov, ktori ziskali aspont 10 bodov.
Na dlhé zimné vecery prinaSame aj 21 Ciselnych tloh pre rok 2014. Okrem nich vam
prindSame aj niekol’ko rieSenych tloh — o hokeji, v€elach ¢i niekol’ko skolskych iloh
rieSenych matematickym prieskumom s mnozstvom odporucanej matematicke]

literatary na konci ¢lanku.

Z histérie matematiky si mozete precitat’ Clanok o Jamesovi Sylvestrovi —
matematikovi hrdom na svoju poéziu. Niekol'ko citdtov znamych 1 menej znamych
osobnosti o matematike najdete v ¢lanku O matematike s filozofickym nadychom.

Prajem vam prijemné prezitie viano¢nych sviatkov.

Martin Hrinak



James Sylvester — matematik hrdy na svoju poéziu

Plan krasy

Na svete neexistuje taka veda, ktora dava do
pohybu tolko harmonie ako matematika.
Vtipnym muzom, ktory ocakéaval velka
symbolickl jednotu vSetkych matematickych
disciplin, bol J. J. Sylvester (1814 — 1897),
anglicky matematik, stelesnena predstava
toho, kto 7zije medzi idedlnymi cislami,
vysoko nad problémami vSedného dna. Svet
napadov, ktory matematika obsahuje, je
oslavou bozskej krdsy. Sposob, akym mate-
matika spadja vsetky svoje casti, je nekonecny
poriadok a absolutny dokaz pravdy, ktorou
sa zaoberd. Matematika je najistejSia poda
pre ludstvo. Zostane nedotknutelna, az kym
sa plan univerza, ktory sa rozprestiera pod
nasimi nohami ako mapa, nestane sucastou
ludskej mysle.

Osudy zitia

V londynskej Zidovskej rodine sa 3. septembra 1814 narodil James Joseph
Sylvester. Po absolvovani zékladnej Skoly navstevoval strednu Skolu v Liverpoole.
V rokoch 1831 — 1837 Studoval na St. John’s College v Cambridgei. Potom ucil
fyziku na univerzite v Londyne. Objektom Cistej fyziky je sledovanie zdkonov sveta,
objektom cistej matematiky je sledovanie ludskej inteligencie. V roku 1841 posobil
polrok na univerzite vo Virginii (USA). Po néavrate do Anglicka Studoval pravo
a#fpracoval ako matematicky Statistik v poistovace]
spolo¢nosti. Na sudnom dvore v Londyne sa zoznamil
s A. Cayleym (1821 — 1895) a spolupracovali na rozvoji
tedrie matic. Do profesionalnej matematiky sa Sylvester
vratil ako profesor na Kralovskej vojenskej akadémii vo
Woolwichi (1854 — 1870). V rokoch 1877 — 1883
poOsobil na univerzite J. Hopkinsa v Baltimore (USA).
Ked sa vratil z Ameriky, ucil v Oxforde na katedre
geometrie. V roku 1892 sa vratil (s poruchami zraku
1 pamiti) do Londyna, kde 15. marca 1897 zomrel.




Odborné uspechy
Za svoj dlhy Zzivot napisal Sylvester viac nez 300 prac zalgebry, tedrie matic
a determinantov, tedrie invariantov, pravdepodobnosti, mecha-
niky a matematickej fyziky. Spolu s A. Cayleym a G. Salmo-
nom (1819 — 1904) vytvoril Sylvester spolok matematikov
prezyvany ,invariantna trojica®. Spolupracovali hlavne na
zékladoch algebraickej teorie invariantov. Uzndvali Sylvestrovo
presvedCenie: Matematika je hudbou rozumu... Muzikant citi

matematicky, matematik mysli hudobne. Hudba je sen, matema-
tika je skutocny Zivot.

Sylvester polozil zdklady teodrie elementarnych delitelov (1851), sformuloval
zdkon zotrvacnosti kvadratickych foriem (1852). Bol tuspeSnym tvorcom
matematickych terminov (napr. invariant, kovariant a pod.), zaviedol pojem matice,
vyuzival tedriu matic na Stadium viacrozmernej geometrie, Studoval kanonické tvary
kvadratickych foriem. Prispel k rozvoju modernej matematiky v Amerike (v roku
1878 zalozil prvy americky matematicky Casopis). Roku 1881 dokdzal, ze pre kazdé
dostato¢ne vel'ké prirodzené &islo n existuje prvocislo p take, ze plati n< p<1,092n.

Sylvester tak prispel k objasneniu problematiky Bertrandovej hypotézy.

Poet i hadankar

Mal rad rieSenie vtipnych problémov. Posielal do novin hadanky. S jeho
¥ menom je spojena aj tato uloha: Zvelkéeho poctu posStovych znamok
s hodnotami 5 a 17 sa daju skladat rozne hodnoty. Aka je najvicsia
Fad hodnota, ktord sa neda vytvorit kombindciou tychto dvoch hodnét?
Rleseme tejto ulohy najdete v &lanku Skolské tulohy rieSené matematickym

prieskumom.

Roztrzity profesor Sylvester mal rad aj poéziu, citlivo vnimal zakutia basnického
umenia. Sam vydal Zdkony versa a bol na toto literarne dielo aj prisluSne hrdy.
Pritom vSak zostal verny svojmu presvedCeniu, ze matematika zvysSuje ludské
schopnosti postupnymi krokmi od zaciatku k stale vyssim stupiiom intelektudlnej
existencie.

Matematika je prilezitost’

Matematika nie je kniha uzavreta do dosiek a zviazana mosadznymi sponami a na
preskumanie jej obsahu nestaci len trpezlivost. Matematika nie je kniha, ktora niekde
zacina a niekde kondi...Nie je to baiia, ktorej poklady zaplia iba ohraniceny pocet Zil
rudy, a trva dlho, nez sa ich zmocnime. Nie je to pdda, ktorej urodnost moze byt
vyCerpand urodou mnohych Zatiev, nie je to kontinent alebo ocedn, ktorého uizemie
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moze byt zmapované a hranice urcené. Matematika je rovnako neohranicenda ako
priestor, ktory je pre jej ctiziadost prilis uzky. Jej moznosti su rovnako nekonecné ako
vzdialené svety, ktoré sa neustale objavuju a rozmnoZuju pred zrakom astronoma. Je
nemozné ich obmedzit' vo vnutri danych hranic alebo redukovat’ na definicie trvalej
platnosti rovnako, ako je to nemozné pri vedomi zivota. Jednoducho to vyjadril aj
skratkou: Matematika je skumanie rozdielnosti v podobnom a podobnosti
v rozdielnom. James J. Sylvester, vtipny muz matematickej kultary, tusil, Ze svet,
v ktorom Zijeme, je odrazom vysSej zmysluplnosti, ku ktorej sa vierou a rozumom
priblizujeme. Nepoznam lepsSiu mozZnost na podporu schopnosti modlit sa nez
Studium matematiky.

Dusan Jedinak
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Ciselné uilohy pre rok 2014

Pontkame vam jednoduché 1 mierne podnetné ulohy, v ktorych hra zaujimavua tlohu
Cislo 2014.

1. Stanovte sucet vSetkych prirodzenych parnych delitelov ¢isla 2014.
2. Najdite prirodzené &isla x, y, aby pre ne platilo 2- (x2 —~ yz) =2014.

3. Stanovte, kol'ko cifier potrebujeme na ocislovanie vSetkych stran encyklopédie,
ktora ma 2014 stran (¢isluyjeme od 1, 2, 3, ..., 2014).

4. PiSeme za sebou Cisla 1, 2, 3, ..., 134, 135, ... Pouzili sme 2014 ¢islic. Ktora
Cislicu sme napisali poslednt?

5. Stanovte, kol'ko prirodzenych ¢isiel od 1 do 2014 vratane nie je delitelnych
Ziadnym z ¢isiel 2, 19, 53.

6. Stanovte podet prirodzenych ¢&isiel od 1 do 10°, ktoré kongia $tvoréislim 2014.

7. Stanovte, kol’ko prvocisiel menSich nez 2014 ma ciferny sucet dva.

2014

8. Stanovte ciferny sucet ¢isla 107 " + 2014 v jeho desiatkovom zapise.

2014

9. Stanovte poslednt cifru ¢isla 20147 — 14 v jeho desiatkovom zépise.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Stanovte prvl Cislicu najmensSieho prirodzeného Cisla, ktorého ciferny sucet je
2014.

Stanovte hodnotu vyrazu
1+l : 1+l : 1+l 1+; - 1+; - 1+L ,
2 3 4 2012 2013 2014

02014

Stanovte zvySok po deleni ¢isla 1 Cislom 15.

Stanovte posledni cifru desatinného rozvoja ¢isla 5*°',

Stanovte poslednt &islicu &isla 3%°'* - 7°°7 .13*"* v jeho desiatkovom zépise.

Zapis Cisla K v desiatkovej sustave sa sklada z 2014 deviatok 999...999. Stanovte,
kol’ko deviatok obsahuje desiatkovy zapis &isla K°.

Encyklopédia méa ocislovanych 2014 stran (prirodzené c¢isla od 1 do 2014
vratane). Stanovte, kolkokrat sa na tychto ocislovanych strankach vyskytuje
Cislica 4.

Stanovte, kol’ko prirodzenych &isiel mensich nez 10*°'* ma ciferny sucet 2.

Stanovte, kol'ko rdéznych Stvoric prirodzenych Cisel x< y<z<t¢ je rieSenim

rovnice x-y-z-t+12=2014.

Najdite vSetky rozne trojice prirodzenych Cisel x< y <z, ktoré su rieSenim

rovnice x-y-z=2014.

Méme napisané vSetky prirodzené ¢isla od 1 do 2014 (vratane). Ak z nich najprv
oznacime vSetky, ktoré su delitelné dvomi, potom inou znac¢kou ozna¢ime vSetky
Cisla delite'né tromi a na zaver ozna¢ime zase inou znackou vSetky ¢isla delitel'né
Styrmi, stanovte, kol'ko z ¢isel na tabuli bude potom oznacenych prave dvomi
znaCkami.

Stanovte, kolko prirodzenych &isiel mensich nez 10*°"* ma ciferny sudet 3.

Dusan Jedinak



KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2014/2015
RieSenia 1. série tloh koreSponden¢nej sut’aze

1. Ucitel’ka hovori ziakom v triede: ,,Keby som dala kazdému z vés 7 jabik, zostalo
by mi 24 jabik. Ale keby som vam chcela dat’ po 9 jabik, chybalo by mi 32 jabik.
Kolko ma ugitel’ka jabik a kol’ko Ziakov v triede?

Rie$enie: Ozname pocet Ziakov v triede p a podet jabik j. Potom musi platit’
Tp+24=],
9p—-32=.
Spojenim tychto dvoch rovnic dostavame, ze musi platit’
Tp+24=9p-32.
Tato rovnicu si upravime na tvar 2p =56, odkial dostdvame, ze p =28.
Dosadenim tejto hodnoty do prvej rovnice dostavame, ze plati
j=7-28+24=220.

To znamena, Ze v triede je 28 Ziakov a ucitel’ka mala 220 jabik.

2. Sucet Cislic dvojciferného cisla je 12. Ked’ ¢islicu na mieste desiatok nasobime
dvoma, ¢islicu na mieste jednotiek troma a suciny scitame, dostaneme Cislo 29.
Aké bolo povodné Cislo?

RieSenie: Ozna¢me si dvojciferné Cislo ab, kde aab su cifry, priCom a nie je 0.
Potom na zaklade zadania musi platit’:
a+b=12,
2a+3b=29.
Z prvej rovnice dostavame, ze plati a=12—-5b. Toto vyjadrenie dosadime do
druhej rovnice. Postupne dostaneme, Ze plati
2-(12—->b)+3b =29,
24-2b+3b =29,
b=5.
Dosadenim tejto hodnoty do rovnice a =12 —b dostaneme, Ze plati
a=12-5=7,
teda hl'adané ¢islo je 75.

3. Klobuk, plast’ a ¢izmy stoja dokopy 137 €. Urcte, kol'’ko stoji kazdy kus oblecenia,
ak plast je Sest’krat drahsi ako klobuk a ¢izmy st o 20 € drahSie ako plast’.



RieSenie: Oznac¢me cenu klobuka £, plasta p a Ciziem ¢. Potom musi na zéklade
zadania platit’:

k+p+c=137,
p =6k,
¢=p+20.

Dosadenim druhej rovnice do tretej dostaneme, ze plati ¢ =6k +20. Teraz
dosadime toto vyjadrenie ¢ spolu s druhou rovnicou do prvej a dostaneme, Ze plati

k + 6k +(6k +20)=137.

Tuto linearnu rovnicu vyrieSime a dostaneme, Ze plati
13k=117,
k=09.
Dosadenim hodnoty & =9 do vysSie uvedenych rovnic pre p a ¢ dostaneme, Ze
plati
p=6k=6-9=>54,
¢=p+20=54+20="74.
Celkovo dostavame, ze klobtuk stoji 9 €, plast’ 54 € a ¢izmy 74 €.

4. V minulosti sa na naSom uzemi pouzivali r6zne platidla, ktorych pouzivanie bolo
naroc¢nejsie ako v sucasnosti. Mohli ste sa stretnat’ so zlatymi, zlatkami, toliarmi,
dukatmi, gro$Smi, denarmi, grajciarmi a inymi menami. Ako uz nédzov hovori, boli
to zlaté, ale aj strieborné ¢i medené mince. Obsah drahych kovov sa postupne
v tychto minciach zmenSoval, ¢o znizovalo aj ich hodnotu. Aj preto sa Castokrat
na trhoch neplatilo len mincami, ale aj v naturdliach. Napriklad za osem lyZic ste
mohli vymenit’ tri taniere. Ak ste vSak mali mince, mohli ste si za jeden zlaty
kupit tri kr€ahy a desat’ lyzic. Pri platbe za pat’ kréahov, pat’ tanierov a desat’ lyzic
ste z platby dvoma zlatymi dostali vydavok desat’ grajciarov.

a) Urcte, kol'ko grajciarov stoji jedna lyzica, jeden tanier a jeden kr€ah, ak
viete, Ze pét’ tanierov stoji o jedendst’ grajciarov viac ako Sest’ lyzic.
b) Urcte, kol’ko grajciarov dostanete za jeden zlaty.

RieSenie: Na zaklade zadania sformulujeme sustavu Styroch rovnic s piatimi
nezndmymi / (cena lyZice v grajciaroch), ¢ (cena taniera v grajciaroch), £ (cena kréaha

v grajciaroch), z (hodnota zlatého v grajciaroch) a g (hodnota jedného grajciara):

81 =31, (1)

3k +100 =z, )
5t=6l+11g, 3)
Sk+5t+10/=2z-10g. (4)



Dosadenim vyjadrenia z z rovnice (2) do rovnice (4) dostaneme, Ze plati
S5k +5t+10/=2(3k +10/)-10g,

¢o upravime na tvar

5t=k+10/-10g. (5)
Z rovnice (1) dostavame po prenasobeni 5, ze plati
40/ =15¢. (6)
Ak prenasobime rovnicu (3) troma, dostavame, Ze plati
15t =18/ +33g. (7

Porovnanim rovnic (6) a (7) dostavame, ze plati
40/ =18/ +33g,

odkial’ dostaneme, ze
22/ =33g,
¢o znamena, 7Ze
[=1,5g. (8)
Dosadenim (8) do (3) dostdvame, Ze plati
5St=6-1,5g+11g,
teda
5t=20g,
odkial’ dostadvame, Ze plati
t=4g. 9)
Dosadenim (8) a (9) do (5) dostdvame, Ze plati
5:4¢g=k+10-1,5¢ —10g,
odkial’ po uprave dostaneme, Ze plati
15g =k. (10)
Dosadenim (8) a (10) do (2) dostavame, Ze plati
3-15¢+10-1,5g =z,
odkial’ po uprave dostaneme, ze plati
60g =z.
Celkovo dostavame, Ze jedna lyzica stoji jeden a pol grajciara, jeden tanier stoji

Styri grajciare, jeden krcah stoji 15 grajciarov a jeden zlaty ma hodnotu 60 grajciarov.

5. Ukéazte, ze prirodzené Cislo n mozno vyjadrit’ ako sucet Styroch po sebe iducich
prirodzenych Cisel prave vtedy, ked’ »>10 a n dava zvySok 2 po deleni Styrmi.



RieSenie: Predpokladajme, Ze prirodzené ¢islo n mozno vyjadrit’ ako sucet Styroch po
sebe iducich prirodzenych Cisel. Potom musi existovat’ nejaké prirodzené Cislo £, pre
ktoré plati
n=k+(k+1)+(k+2)+(k+3),
teda
n=4k+6=4-(k+1)+2,
teda Cislo n dava zvySok 2 po deleni Styrmi. NajmensSie také prirodzené Cislo je
1+2+3+4=10,

a teda plati n>10.

Teraz predpokladajme, ze n>10 an dava zvySok 2 po deleni Styrmi. Potom
existuje také prirodzené Cislo £, Ze plati

n=4k+2.

Ked'ze plati n>10, musi platit 4k+2>10, teda k>2. Prirodzené cislo n

modzeme zapisat’ v tvare suctu
n=4k+2=(k-1)+(k)+(k+1)+(k+2).

Ked'ze k> 2, vSetky Cisla na pravej strane st prirodzené, a teda prirodzené ¢islo
n sme vyjadrili ako sucet Styroch po sebe iducich prirodzenych Eisel.

Na zédklade tychto dvoch implikéacii moéZeme povedat’, Ze plati ekvivalencia,
a teda plati, ze prirodzené Cislo n mozno vyjadrit’ ako sucet Styroch po sebe iducich
prirodzenych Cisel prave vtedy, ked’ »>10 a n dava zvySok 2 po deleni Styrmi.

6. Dokazte, 7e pre l'ubovolné redlne ¢&isla a, b plati nerovnost a* +b"* > a’b +ab’.

RieSenie: Nerovnost' zo zadania budeme postupne upravovat ekvivalentnymi
upravami:
at—a’b+b* —ab’ 20,
a’ -(a—b)+b3 -(b—a)ZO,
a’-(a—b)-b*-(a—b)20,
(a3 —b3)-(a—b)2 0.
Ak plati a > b, tak potom plati aj @’ >b’, a teda na lavej strane dostdvame stéin
dvoch nezapornych ¢isel, ktory je nezaporny, a teda nerovnost’ plati. Ak plati a <b,

tak potom plati aj @’ <b’, ateda na lavej strane dostdvame sucin dvoch zapornych

Cisel, ktory je kladny, ateda nerovnost’ plati tiez. KedZe sme pouzivali len
ekvivalentné upravy a iné pripady ako vysSie uvedené nemdzu nastat’, dokazali sme
dant nerovnost’.



1.

6.

Vysledkova listina po 1. sérii loh koreSponden¢nej sut’aze

Por. |Priezvisko |Meno Kategoria |Skola 1(2(3(4|5]|6]|Spolu
1. |Lopatkova Silvia Z ZS Stefana Kluberta Levota |5|4|5]5 19
2. |Bréiak Jakub Z ZS Stefana Kluberta Levota |54 (4|5 18
2. |FarkaSovsky [Tomas Z ZS Stefana Kluberta Levota |53 (55 18
2. |Dlugosova  |Michaela C G Kukuéinova Poprad 51513|5] 18
5. [Bielena Veronika C SOS Svit S5|5(1(1] 12
6. |Grivalsky Jakub C SOS Svit 5[3(1(1] 10

Zadania 2. série uloh koreSpondencnej stut’aze

Obdiznikova zahrada ma dizku 100 m a $irku 20 m. Vypogitajte, o kolko metrov
Stvorcovych sa zmensi jej Uzitkova plocha, ak sa ohradi okrasnym plotom, ktory
ma Sirku 50 cm.

Misko si pomyslel jedno ¢islo znasledujucej tabulky. Zuzka héadala, potom

povedala, Ze hl'adané Cislo:
a) je v prvom riadku,
b) nie je v druhom stipci,
C) je parne, 71418
d) je vicsie ako 3.

Misko jej potom povedal, ze iba jedna zo Styroch vypovedi je pravdiva a tri

p—
\)
(98]

(V)]
(@)

zvys$né su nepravdivé. Ktoré ¢islo si Misko myslel?

Najdite vSetky prirodzené Cisla delitelné Styrmi, ktorych ciferny sucet sa rovna
siedmim a ciferny sicin Siestim.

V lichobeZniku maju zakladne dizky 20 cm a 10 cm, ramena 10 cm a 4J5 cm.
Vypocitajte obsah tohto lichobezZnika.

Na dvoch kolesach, ktoré sa zvonka dotykaji, je natiahnuty pas. Uréte jeho dizku,
ak polomery kolies si1 15 cm a 45 cm.

Dokazte, ze pre 'ubovol'né kladné redlne Cisla x, y, z plati nerovnost’
X’ y’ z’ X+y+z
2 2 + 2 2 + 2 2 2 :
xX*+y y +zm zi+x 2

(Neculai Stanciu, Titu Zvonaru, Rumunsko)
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10.

11.

12.

13.

14.

Dokazte, ze z 'ubovolnej sedmice prirodzenych cisel dokdzeme vybrat’ dve také,
ktorych sucet alebo rozdiel bude delitel'ny desiatimi.

. Predpokladajme, ze kazdy bod roviny je ofarbeny jednou z dvoch farieb. Dokazte,

ze potom pre jednu z tychto dvoch farieb plati, Ze pre kazdé kladné realne Cislo
existuje dvojica bodov ofarbenych touto farbou, ktorych vzdialenost’ sa rovna
tomuto ¢islu.

. Dokazte, ze &islo 2'% —1 je delitelné ¢islom 10937,

N4jdite vSetky prirodzené ¢isla m, n, ktoré st rieSeniami rovnice 2" —3" =7.

Zistite, €1 existuje mnoZina 4 024 takych prirodzenych Cisel, ze sucet ¢isel I'ubo-
vol'nej 2 013-prvkovej podmnoziny tejto mnoziny nie je delitelny ¢islom 2 013.

Nech a, b, ¢ st kladné redlne cisla, ktorych sucin nie je vacsi ako ich sucet.
Dokaézte, Zze potom plati nerovnost’

a+b*+c* > \/gabc.

Postupnost’ {an}:):l je definovand predpisom a,,,=3a, —a, ,, pricom a, =20,
a, =30. Najdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je 5a,,,a, +1 druhou mocni-

nou celého cCisla.

Dokazte, ze pre vSetky prirodzené¢ Cisla n plati nasledujica nerovnost’:

(27” +3n+1) 26" -(n1)’

Termin odoslania rieseni wloh 2. série: do 9. 3. 2015

RieSenia zasielajte na adresu:

APROMOD, s. . 0.
MATMIX

Bratislavska 716/2

900 46 Most pri Bratislave
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Hokej

Pri hrani hokeja sa okrem priamych nahravok pouzivaji aj odrazy od mantinelu. Pri
ich realizécii sa vyuziva zdkon dopadu a odrazu — uhol dopadu sa rovné uhlu odrazu.
a) Urcte, na ktoré z miest A, B, C, D hokejista namieril, ak trafil puk z miesta H do
miesta R s jednym odrazom od mantinelu.

H+ R

ABCD
b) Komplikovanejsie su uz odrazy od dvoch mantinelov. Zistite, ktoré z miest A, B,

C, D hokejista H trafil, ak trafil ciel' R po odraze od horného a dolného mantinelu
v tomto poradi.

H+ R

ABCD
RieSenie:
a) Ked’Ze uhol dopadu sa rovna uhlu odrazu, tak drédha puku po odraze je osovo
symetrickd s jej myslenym pokracovanim za mantinelom. To znamend, Ze ndm staci
osovo sumerne zobrazit’ bod R do bodu R; podla dolného mantinelu (priamky)
a spojit’ tieto dva body. Priesecnik priamky HR; a doIného mantinelu bude hl'adany
bod odrazu — bod C.

S
ABC N

Hokejista musel namierit’ na miesto C.

b) Postup je analogicky ako v predchadzajicej Casti. Najprv osovo simerne zobrazi-
me bod R do bodu R, podl'a dolného mantinelu (priamky). Ked’Zze sa vSak ma puk
odrazit’ aj od horného mantinelu, musime bod R; osovo sumerne zobrazit’ aj podla
horného mantinelu do bodu R,. Teraz spojime body H a R, a tam, kde priamka HR,
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pretne horny mantinel, bude prvy bod odrazu X. Ten spojime s bodom R; a priesec-
nik priamky XR; a dolného mantinelu bude hl'adany bod odrazu — bod D.

Hokejista musel trafit’ miesto D.

Vely

Vely medonosné maju zaujimavé pribuzenské vzt'ahy. V roji ma kl'a¢ovu tlohu kra-
lovna, ktord kladie vajicka, z ktorych sa vyvijaji d’alSie véely. Samce sa liahnu
z neoplodnenych vajicok kral'ovnej, samice z oplodnenych vajicok. Urcte, kol'ko ma
kazdy trad praprapraprarodicov.

RieSenie: Trad ma len jedného rodica — kralovnu. Ta mala dvoch rodicov — kralovnu
ainého trada. Preto méd kazdy trdd dvoch prarodicov. Kazdy znich mal matku
a kral'ovna mala aj otca. Preto ma trad troch praprarodicov. Z nich st dve kralovné,
ktoré mali dvoch rodicov, a jeden trad, ktory mal len matku. To znamena, Ze trid ma
5 prapraprarodi¢ov. Z nich boli tri kralovné, takze praprapraprarodicov bolo 8 (tri
kral'ovné mali po dvoch rodicoch a dva trady len po jednej matke).

Martin Hrindk
Spravne odpovede k ¢lanku Ciselné Glohy pre rok 2014:
1.2160 8. ciferny sucet je 8 16. 602
2.x=26,y=17 9. posledna cifra je 2 17.2 029 105
3. 6949 10. prva Cislica je 7 18. sedem moZnosti
4. ¢islicu 7 11. 1007,5 19.1,2,1007; 1,19,
5.936 12. zvySok je 10 106; 1, 38, 53; 2,19,
6. 100 13. posledna cifra je 4 53; Styri moznosti
7. tri prvocisla (2; 11; 14. posledna cifra je 3 20. 504
101) 15. 2013 21.1 363 558 560
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O matematike s filozofickym nadychom

Najuslachtilejsia sila naSej duSe je schopnost, ktord sa spolieha na meranie
a vypocet... Pocty a merba vedu krozumovému poznavaniu, k pravde a lepSiemu
pochopeniu vsetkych nauk... Matematika ponuka skvely prostriedok pre objavenie
pravd, ktoré su bez ucasti rozumu nedostupné.

(Platén, starogrécky myslitel’ a filozof; 427 — 347 pred n. 1.)

Najpozoruhodnejsia na cloveku je jeho schopnost mysliet... Matematika pozoruje
veci, nevnimajuc zmyslové, zaujimajuc sa o vlastnosti mnozstva a suvislosti.
(Aristoteles, starogrécky filozof a logik; 384 — 322 pred n. 1.)

Kto podcenuje vysledky matematiky, skodi celej vede, lebo ten, kto nepoznda matemati-
ku, nemoze poznat ostatné exaktné vedy a nemoze pochopit svet... Chcel by som vyslo-
vit' predpoved, Ze ¢im viac zaklad prirody rozsirujeme, tym viac odvetvi matematiky
budeme nuteni pouzivat... Vsetko poznanie zavisi od teoretickej sily matematiky.

(R. Bacon, frantiSkdnsky mnich; asi 1214 — 1294)

Matematiku mozno opisat’ ako vedu, ktord pojedndava o vseobecnych zdkonitostiach
(formdch), podla ktorych sa veci musia riadit' vo svojom byti.
(B. Bolzano, profesor prazskej univerzity; 1781 — 1848)

Matematika je najistejSia poda pre ludstvo. Zostane nedotknutelna, az kym sa plan
univerza, ktory sa rozprestiera pod nasSimi nohami ako mapa, nestane sucastou
ludskej mysle... Matematika zvySuje ludské schopnosti postupnymi krokmi od
zaciatku k stale vyssim stuprniom intelektudlnej existencie.

(J. J. Sylvester, anglicky matematik; 1814 — 1897)

Matematika je Studium idedlnych konsStrukcii a odhalovanie predtym neznamych
vztahov medzi castami tychto konStrukcii... Matematika skuma, co je a co nie je

logicky mozné bez toho, aby zodpovedala za jeho aktudlnu existenciu.
(Ch. S. Peirce, americky ucenec, filozof a logik; 1839 — 1914)

Originalita matematiky spociva v tom, ze v matematickej vede su vyjadrené vztahy me-

dzi vecami, ktoré sa bez sprostredkovania ludskym rozumom nedaju vobec postihnut.
(A. N. Whitehead, anglicky filozof a logik; 1861 — 1947)

V samej matematike sa realita prejavuje vo svojej podstatnej funkcii: podnecovat

myslenie.
(G. Bachelard, francuzsky filozof; 1884 — 1962)
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Matematika je univerzalny symbolicky jazyk, ktory sa nezaoberd opisom veci, ale
v§eobecnym vyjadrovanim vztahov... Matematika je sprostredkujuca sféera medzi
zmyslovym a nadzmyslovym svetom.

(E. Cassirer, nemecky filozof a historik vedy; 1874 — 1945)

Matematika je monumentdlna stavba, postavend ludskou predstavivostou pre
pochopenie vesmiru. Vnej sa stretneme s okolitym a nekonecnym, uchvacujucim
a nevystihnutelnym.

(Le Corbusier, francuzsko-Svaj¢iarsky architekt, urbanista, sochar; 1887 — 1965)

Matematika je veda, ktord ddava najlepsSiu prileZitost poznavat’ proces myslenia a ma
tu prednost, Ze pri jej pestovani nadobudame cvik v metode rozumového uvazovania,
ktoré moze byt potom pouzivané na studium ktoréhokolvek predmetu.

(G. Polya, mad’arsko-americky matematik; 1887 — 1985)

Matematika ta neuci jednoduché odpovede na nejaku otazku, ale celu jazykovu hru
s otazkami aj odpovedami.
(L. Wittgenstein, rakusky analyticky filozof a logik; 1889 — 1951)

Matematika je skumanie najvseobecnejsich moznych Struktur, nech su uz dané
priestorovo, casovo alebo dokonca len cisto pojmovo.
(C. F. Weizsidcker, nemecky fyzik, filozof a teoretik vedy; 1912 — 2007)

Matematika je najmocnejsi intelektualny ndstroj, ktory bol kedy vytvoreny
a prostrednictvom ktorého unikame casu.
(L. Kolakowski, pol'sky filozof a historik; 1927 — 2009)

vybral a zostavil DuSan Jedinak

Skolské tlohy rieSené matematickym prieskumom

Uvod

Jednou z metdd rieSenia Skolskych matematickych tloh je skimat’, ako sa pripadné
rieSenie sprava k jednotlivym zmenam premennych ¢i parametrov, ako sa postupne
vyvija prislusna zakonitost’. Takyto postup nazyvame experimentovanie, modelova-
nie skimanej situacie, objavny prieskum. Pri simuldciach moéZeme vyslovit’ urcita
hypotézu a potom sa snazit’ ju dokazat alebo vyvratit. Ponikam niektoré tlohy, ktoré
naznacuju spominany postup riesenia.
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Prehl’adné modelovanie problému
Zadanie: Pre ktoré prirodzené cisla n je cislo G =1"+2" + 3" + 4" delitelné piatimi?
RieSenie: Vyznacme si, ako sa G vytvara pre jednotlivé prirodzené¢ ¢isla n:

1" + 2" + 3" + 4" G
n=1 1 2 3 4 10
n=2 1 4 9 16 30
n=73 1 8 27 64 100
n=4 1 16 81 156 254
n=>5 1 32 243 624 900
n=~6 1 64 729 2496 3290

Ak s1i uvedomime, ze v ¢islach tvaru:
— 2" sa na poslednych miestach pravidelne striedajt cifry 2, 4, 8, 6;
— 3" sa na poslednych miestach pravidelne striedajt cifry 3,9, 7, 1;
— 4" sa na poslednych miestach pravidelne striedaju cifry 4, 6, 4, 6;
uzname, ze na poslednom mieste su¢tu G=1"+2"+3"+4" pren=1,2,3;5,6,7; 9,
10, 11; ... (vynechavali sme ndsobky Styroch) je vzdy 0. To znamena ze ¢islo G je
delite'né piatimi.
Pre n=4,8,12,16,... sa to nestane a na konci ¢isla G bude vzdy cifra 4. To
znamena, zZe Cislo G=1"+2" + 3" + 4" je delitelné piatimi pre vSetky prirodzené ¢isla
n, ktoré nie su delite'né Styrmi.

Uloha, ktori poniikol J. J. Sylvester
Zadanie: Z dostatocne velkého poctu postovych znamok s hodnotami 5 a 17 sa daju
skladat vozne hodnoty. Aka je najvdcsia hodnota, ktord sa neda vytvorit kombindciou
tychto dvoch hodnot?
RieSenie: Generujme systematicka tabulku hodndt, ktoré dostdvame postupnym
s¢itavanim jednotlivych hodnét:
5 10 15 20 25
17 22 27 32 37 42
34 39 44 49 44 49
51 56 61 66 71 76
68 73 78 83 88 93
Vidime, Ze vieme vytvorit’ ¢iselné hodnoty
na konci s ¢islicou 0 pre ¢isla > 10;
na konci s ¢islicou 5 pre ¢isla > 5;
na konci s ¢islicou 7 pre ¢isla > 17;
na konci s Cislicou 2 pre ¢isla > 22;
na konci s Cislicou 4 pre Cisla > 34;
na konci s Cislicou 9 pre ¢isla > 39;
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na konci s Cislicou 1 pre ¢isla > 51;
na konci s ¢islicou 6 pre ¢isla > 56;
na konci s ¢islicou 8 pre ¢isla > 68;
na konci s ¢islicou 3 pre ¢isla > 73;
teda najvacsou hodnotou, ktord sa neda z danych hodnot vytvorit, je 63.

Pohybliva logika
Zadanie: Ak v stvorcovej tabul'ke prirodzenych cisiel 1 — 49 (pozri schemu)
1 2 3 4 5 6 7
8 9 10 11 12 13 14
15 16 17 18 19 20 21
22 23 24 25 26 27 28
29 30 31 32 33 34 35
36 37 38 39 40 41 42
43 44 45 46 47 48 49
vyberieme sedem Cisiel tak, Ze v kazdom riadku a v kazdom stlpci je vybrané prdve
jedno cislo, potom sucet vybranych cisiel je vzdy rovnaky. Dokadzte toto tvrdenie
a stanovte tento sucet.
RieSenie: Predstavme si, Ze na kazdé ¢islo v prvom riadku tabulky poloZime znacku.
Sucet oznaCenych ¢isiel by bol 1 +2 +3 +4 +5 + 6 + 7 = 28, ale treba, aby prave
jedna znacka bola v kazdom riadku i v kazdom stipci. To dosiahneme tak, Ze znacky
posuvame v smere stipcov, aby v kazdom riadku bola prave jedna. Pri posune znadky
do 2. riadku sa Cislo zva¢si o 7, pri presune do 3. riadku o 14 atd’. Preto pri presune
znaciek do jednotlivych riadkov (do kazdého prave jedna) sa sucet prisluSnych &isiel
zviat o (1+2+3+4+5+6)-7=147. V pozadovanom rozdeleni podla textu Glohy

je teda celkovy sucet oznacenych Cisel vzdy 28+147=175. Logickd predstava
o pohybe znaciek bola uzitocna a presved¢iva.

Nielen radost’ z experimentovania
Zadanie: Pre ktoré prirodzené Cisla n je 1!4+2!4+3!14+ 4!+ ...+ n! druhou mocninou

prvocisla?

RieSenie: Kto sktsi postupne dosadzovat, zisti, Ze plati:
I'=1=12
1M+2!=3

IM+214+31=9=32
I1+21+31+41=33
I'+2!+3!1+4!+5!=153
I1+214+31+41+ 51+ 6! =873
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Zadaniu vyhovuju zatial’ iba n=1, n=3. Zd4 sa, Ze od n=4 je poslednd ¢islica
tych jednotlivych suctov vzdy 3. PreCo? Pre k=5 uz ma Cislo k! poslednu ¢&islicu
vzdy nula (je tam vzdy sucin 2-5). Ale druhd mocnina Ziadneho prirodzeného ¢isla
nikdy nekon¢i Cislicou 3 (pretoze 12 =1, 22 = 4, 32 = 9 atd’.). Danej tlohe vyhovuju
len ¢isla 1 a 3.

Experimentovanie ¢asto pontkne hypotézu, ktoru ked’ dokaZzeme, rieSenie ulohy
je zarucené.

Zaverecné odporucanie
Pontkam prehl'ad niektorych publikacii, ktoré obsahuji podobné ulohy (aj
s naznakmi rieSenia a prislusnymi vysledkami) na vyuzitie prieskumnych postupov
pre rieSenie Skolskych matematickych uloh:
CALDA, E.: Shirka resenych uloh. Praha: Prometheus, 2006.
CIRJAK, M.: Zbierka divergentnych a inych nesStandardnych uloh. PreSov:
Essox, 2000.
GREGOROVA, G.: Zbierka rieSenych iiloh z planimetrie. Bratislava: Praca, 2000.
HECHT, T. — SKLENARIKOVA, Z.: Metédy riesenia matematickych iiloh.
Bratislava: SPN, 1992.
HRINAK, M.: Metédy rieSenie matematickych iiloh 1— 3. Bratislava: MPC, 2008.
KOPKA, J.: Hrozny problémii ve Skolské matematice. Usti nad Labem: UJEP,
1999.
KURINA, F.: Unéni vidét v matematice. Praha: SPN, 1990.
KURINA, F. a kol.: Matematika a porozumeéni svetu. Praha: Academia, 2009.
KURINA, F. — PULPAN, Z.: Podivuhodny svét elementdrni matematiky. Praha:
Academia, 2006.
MIHALIKOVA, B. akol.: Ulohy MO zdkladnej Skoly. Bratislava: IUVENTA,
2003.
NIEDERMAN, D.: 101 hdadanek pro narocné. Praha: Portal, 2006.
ODVARKO, O. a kol.: Metody Feseni matematickych iiloh. Praha: SPN, 1990,
STEWART, 1.: Kabinet matematickych kuriozit. Praha: Dokotan/Argo, 2013.
STEWART, 1.: Truhlice matematickych podkladu. Praha: Dokotan/Argo, 2013.
VRABEL, P.: Heuristika a metodolégia matematiky. Nitra: UKF FPV, 2005.
ZHOUF, J. akol.: Matematické pribehy z korespondencnich seminari. Praha:
Prometheus, 2006.
ZHOUF, J.: Pisemné maturitni zkousky do gymnazidlnich trid se zamerenim na
matematiku. Praha: UK Ped. fak., 2007.
ZHOUF, J.: Prijimaci zkousky z matematiky na stiedni skoly s rozsirenou vyukou
matematiky. Praha, Prometheus, 1997.

Dusan Jedinak
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