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Redakc¢na posta

Mili ¢itatelia,

toto Cislo casopisu MATMIX uzatvara jeho jubilejny 20. ro¢nik. Pri tejto prilezitosti
by som sa chcel podakovat’ najmd jeho predchddzajucim Séfredaktorom, RNDr.
Milanovi Maxianovi a RNDr. Ludovitovi Hrdinovi, CSc., za uspesné vedenie
Casopisu, a naSmu najaktivnejSiemu autorovi, DuSanovi Jedindkovi, za mnozstvo

zaujimavych ¢lankov (nielen) z historie matematiky.

Z historie matematiky si mdzete precitat’ ¢lanok o Gustavovi Choquetovi, ktory mal
ako matematik intuiciu bdasnika. Niekolko citdtov znamych imenej znamych
osobnosti o0 matematike ndjdete v ¢lanku Niekol'ko myslienok o matematike (aj

v obdobi stredoveku).

Vtomto ¢isle cCasopisu vadm prinaSame rieSenia Uloh druhej série naSej
koreSpondencnej sutaze s vysledkovou listinou rieSitelov, ktori ziskali aspon
10 bodov.

Na prézdniny vam prindSame vyber uloh z vyberového sustredenia Matematicke]

olympiady a test z elementarnej geometrie.

Prajem vam prijemné prezitie letnych prazdnin a verim, Ze sa v septembri opat’

stretneme.

Martin Hrinak



Gustave Choquet — ako matematik mal intuiciu basnika

Osudy Zivota

Dedic¢stvo zo strany otca 1 matky mu prinaSalo ideal intelektualneho
1moralneho zZivota. Jeho otec zil fyzickou pracou 1hudbou
v miestnej kapele. Matka mala rada kvety v zahrade a zal'ubu
v poézii. Gustave Choquet (1. 3. 1915 — 14. 11. 2006) ziskal sklon
k sneniu a spdjaniu roznorodych myslienok. Uz v zakladnej Skole
prebral vaSen svojho vynimoc¢ného ucitela pre experimentovanie
a pozorovanie prirodnych javov. Na gymnaziu si zvlast obl'ibil

geometriu, mal dobru vizualnu pamit’ i schopnost’ predstavivosti aj
abstrakcie. Kurz analyzy a mechaniky so zdkladnou matematikou ho ocaril az tak, Ze
ho neskor oznacil za rozhodnutie robit’ matematiku po cely Zivot. V rokoch 1934 —
1938 vystudoval parizsku Ecole Normale Supérieure a potom odisiel ako $tipendista
na rok do Princetonu, kde navstevoval aj predndsky prof. Churcha. V januari 1941 sa
ozenil (a neskor, roku 1961, aj druhy raz; s prvou manzelkou mali tri a s druhou dve
deti). V rokoch 1941 — 1946 vedecky pracoval (hlavne v tedrii miery, potencialu,
diferencialnej geometrii a teorii kriviek), obhdjil dizertacnu préacu a ziskal doktorat.
V rokoch 1946 — 1947 posobil v Krakove a potom v rokoch 1947 — 1949 v Grenobli.
Stal sa uspesnym vysokoskolskym ucitel'om (profesor na Université de Paris 1952 —
1984 aj na Ecole Polytechnique 1965 — 1969). Pdsobil v USA, Anglicku i Australii.
Navitivil Cinu, Afriku, Kéreu i Japonsko.

Vedecké uspechy

7w Matematik Choquet napisal viac nez 150 vedeckych prac,
7 monografii a cely rad ucebnic. Stal sa uznavanym odbornikom
hlavne v teorii zovSeobecnenych kapacit 1v oblasti integralnej
reprezentdcie konvexnych mnozin. Otvoril nové cesty pre
matematické myslenie v oblasti tedrie potencialu a pravdepodobnos-

nti. Jeho meno nesu aj niektoré pojmy:

= Choquetova teoria, Choquetova kapacita, m

Choquetov integral, Choquetova hranica, Choquetov simplex. = Cours

Profesor Gustave Choquet bol uspeSny aj svojimi E de
odbornymi pracami z realnych a komplexnych funkecii, I.;[ Gustave
variaéného podtu, geometrie a jej didaktiky, tedrie grafov, == CHOQUET
tedrie Cisiel, tedrie chaosu. Pozorne a primerane hlboko vedel "E
vystihnat’ aj teoriu 1 prax dusevnych procesov pri tvorive] R
matematickej praci. Bol znamy ako vynikajici prednaSajuci, E e

ktory vychoval desiatky vyznamnych matematikov a svojimi
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odbornymi 1 didaktickymi prdcami ovplyvnil aj d’alSich matematikov 1 ucitel'ov
matematiky mozno aj na celom svete. Matematici by mali spristupiiovat svoje

......

Ocenenia aj pocty

Patril medzi najvyznamnejSie postavy
povojnovej svetove] matematiky. Jeho
objavy ovplyvnili mimoriadnym spo-
sobom rozvoj matematickej kultary.
Za svoje odborné matematické prace
ziskal ceny parizske; Akadémie vied
(1945, 1951, 1956, 1968) a stal sa jej
riadnym c¢lenom (1976). V rokoch
1950 — 1962 bol prezidentom
Medzinarodnej komisie pre vyskum B
a zlepsenie vyucby matematiky. V roku 1966 ziskal vo Francuzsku zvlast uznavany
titul Rytier Ccestnej légie. V roku 1946 navstivil aj Prahu, neskor umoZznil
matematikom Karlovej univerzity pracovat’ v Parizi (ale napr. na Studijnom pobyte
u neho bol v rokoch 1979 — 1980 aj I. Trencansky z Bratislavy), prednasal a debato-
val na letnych $kolach v Cechach (1993, 1994, 1997). Karlova univerzita v Prahe mu
v roku 2002 udelila Cestny doktorat fyzikalno-matematickych vied za mimoriadne

celozivotné dielo v matematike.

Cesta k objavom

Matematika a poézia maju podla mna mnoho spolocného vich gm
usili zistil, Ze neexistuje ziadna spolahlivd metdda, ktorou by sa
clovek naucil objavovat. Objavovanie v matematike, napriek
udivujiicej podobnosti s cestou k objavom v experimentdlnych
vedach, v umeni, v poézii alebo filozofii, ma svoje Specifika.
O tychto vlastnostiach spojenych s matematickymi disciplinami # k.

pisal H. Poincaré¢ (1854 — 1912), J. Hadamard (1865 — 1963) aj — VA

G. Choquet, vyznamni franctizski matematici. Pre Studenta zacinajuceho s vedeckou

pracou znamend prvy viastny vysledok nddherné odhalenie toho, co znamend
objavovat’ a ako s tym zachadzat... Kazdy sa musi k tomuto tajomstvu prepracovat
sam. Gustave Choquet prezil so svojou matematickou vedou vel'mi hlboké duchovné
zazitky: Podstata mojej existencie bola sustredend na matematické badanie...
Z vlastnej skusenosti viem, aku hlboku radost prinasa vedecky Zivot.



Z. nazorov a mySlienok
Uvedieme asponi utrzkovité poznamky, ktor¢ moéZu naznacit’ niektoré didaktické
a motivacne predstavy profesora Choqueta:

Demokracia znamend dat kazdému, co potrebuje a priviest ho tak vysoko, ako sa
len da.

Skola musi byt schopnd poskytniit rozdielnym typom deti rozdielny pristup.
Vyucujuci musi najprv vec ukdazat a potom o nej hovorit... clovek sa formuje na
zdklade vzorov... Vyucovanie sa nesmie vzdalovat od toho, ¢im nds oslovuju
zmysly.

Clovek sa formuje na zdklade vzorov — od dobrého ucitela, dobry Ziak.

Ludsky duch je urcite velkolepy, ale aj slaby a potrebuje oporu: pozorovanie
a experimentovanie... Duch ovlada a vysvetluje skusenost, ale duch sam je
vysledkom skusenosti.

Neprehliadajme tvorivu ulohu geometrickych uvah a doleZitost geometrickej
indukcie... Rozvijame ju a upeviiujme bezprostrednym kontaktom s jednoduchymi
geometrickymi objektmi.

Studenti nevidia matematiku ako celok, netusia, preco sa co i e

zavadza, preco sa veci robia prave takto a aké su ich

. L’enseignement
aplikacie. de la géométrie

Moja praca je zaloZena na intuicii. Som basnik... Vidim

veci, ich geometricku podstatu... Som intuitivny typ a som

geometer. ;

Prilis formalizovany vyklad urcitej teorie neposkytuje N ¥
Ziadnu predstavu o zdrojoch duchovnej cinnosti matemati-

ka, ako je pozorovanie, matematizdcia, rieSenie problémov

v ramci vytvoreného modelu, navrat k povodnému napadu,

zovSeobecnenie a aplikacia.

Najdélezitejsia je viastnd aktivita Ziaka. Clovek sa nenauci robit matematiku
pocuvanim brilantnych vykladov na vyucovacich hodindach, ale samostatnou
pracou s matematickymi pojmami.

Citat je velmi délezité. Nielen pocivat predndsky, ale aj sam citat — clanky aj
knihy.

Vediet vysvetlit vec tak, aby bola pochopitelnd, je velmi tazke.

Uspech pri badani vyzaduje vedla velkej davky sistredenia aj uplnii slobodu
ducha.

Zda sa mi, zZe Miluj blizneho svojho je najkrajsie prikdazanie, ktoré bolo cloveku
dane.



Profesor Gustave Choquet patril k tym matematikom,
o ktorych platia slovd znameho matematika — bourbakistu
Andrého Lichnerowicza (21. 1. 1915 — 11. 12. 1998): Svedectva

vynikajucich matematikov o cestich k objavom su vzdcne

_acenné, ato nielen pre samotnych matematikov, ale tiez pre
||'I o, L vSetkych, ktori sa zamyslajii nad klukatymi cestami, ktoré vedii
d

ku konecnému odhaleniu pravdy.

Dusan Jedinak

Niekol’ko mysSlienok o matematike (aj v obdobi stredoveku)

Stredovek

G. Andrea, knihovnik na papezskom dvore, mozno ako prvy pouzil v roku 1469
termin stredovek, aby tym charakterizoval obdobie medzi grécko-rimskym starove-
kom a novou dobou renesancie klasickych hodnot. Vymedzenie doby stredoveku nie
je ani dnes jednotné. Stredovek byva ohrani¢eny rdéznymi letopoctami. Napriklad:
324 (prenesenie centra Rimskej riSe z Rima do mesta Byzantion — KonStantinopol)
a 1453 (dobytie Konstantinopolu Turkmi); 476 (dobytie Rima germanskymi kmetimi,
zanik Zéapadorimskej rise) a 1517 (zaciatok reformacie v Nemecku); 391 (zakazanie
pohanskych ndbozenstiev) a 1415 (updlenie J. Husa); 529 (zruSenie platonske;j
Akadémie v Aténach; zaloZenie benediktinskeho klastora Monte Casino) a 1492
(objavenie Ameriky).

Kultira znamena zusSPacht'ovanie

= Na§ prehl'ad mySlienok zameranych na matematicka
kultiru vtedajSej doby sme ohranicili 6. az 15. storo-
¢im. Tychto tisic rokov nie je ziarivym prikladom
— tvorivého matematického myslenia, ale nie je ani
,,ciernou dierou* suidobej matematiky. Mozno je dlho-
| dobou latentnou pripravou d’alSich novych zaujima-
vych skusenosti, sustredené¢ho pozorovania prirody
4 a trpezlivého hl'adania rozumnych dévodov pre uspo-

. riadané systematické poznavanie. Po cely stredovek
vo vychove vzdelanych Tudi rozhodovalo sedem slobodnych umeni (trivium
a kvadrivium): gramatika, rétorika (re¢nicke umenie), dialektika (umenie polemiky),
aritmetika (vlastnosti Cisiel, Ciselna mystika), geometria (zdkladné geometrické
utvary aich miery, geografia), astronomia (aj zostavovanie kalendara), muzika
(harmonicke intervaly). Mnoh¢ z nich maji zasadny matematicko-logicky charakter.
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Ponukané mySlienky

Vybrali sme myslienky od vyznamnych osobnosti stredoveku (Boethius, Izidor
Sevilsky, Beda Venerabilis, Alcuin z Yorku, Al-Chvarizmi, Gerbert z Aurilacu,
R. Grosseteste, Leonardo z Pisy, R. Bacon, T. Bradwardinus, M. Oresme,
Regiomontanus, M. Kuzansky, L. Pacioli). Aj znich moZzno vybadat, Ze v tomto
historickom obdobi matematické myslenie len driemalo v zapasoch o holé prezitie
1 v toku mnohych historickych udalosti, aby neskor vstalo z popola spolocenskych
premien pripravené na svoj uzasny rozvoj. Tvorivé ludské mySlienky nikdy
neopustili priaznivé moznosti pre vytvaranie matematickych modelov, uzitocné
uplatnenie logiky 1 abstraktnu vystavbu deduktivnych Struktur.

Cislo bolo v mysli Stvoritela bezpochyby prvotnym vzorom stvorenych veci... Vietka
nauka o pravde je zahrnuta v mnohosti a velkosti... NemozZe dosiahnut’ poznanie
bozskych veci ten, kto nie je vobec zbehly v matematike... Pokial to dokdzes, spdjaj
vieru s rozumom.

Boethius (okolo 480 — 524)

Matematika je teoreticka veda, ktora mad za svoj predmet abstraktné mnozstvo.
Abstraktné mnozZstvo je to, o ktorom pojedndvame iba uvazZovanim, oddelujic ho
rozumom od ldtky... Skrz Cislo sa ucime nedat sa zmiast. Ak odstranis zo vsetkého
cislo, vSetko sa zruti do nicoty, ak ulupis vekom cislo, do temnoty uvrhnes vsetko...
Od zvierata sa nelisi, kto nevie, ako sa pocita.

Isidorus zo Sevilly (asi 560/70 — 636)

Ako sinko zatieni hviezdy svojim jasom, tak vzdelany clovek mozZe zatienit slavu inych
ludi v spolocnosti, ak bude predkladat matematické uilohy. Dosiahne este viac, ak ich
bude vediet aj riesit.

Brahmagupta (asi 598 — 625)

Hlboko si vazim matematiku, lebo ti, ktori sa s nou oboznamili, v nej vidia

prostriedok pre pochopenie vietkého existujuceho.
Bhaskara I1. (asi 1115 —-1183)

Matematika je prvou vedou, bez ktorej sa nedaju opisat’ dalsie vedy... Geometrické

tvary a vztahy posobia v celom univerze a vo vsetkych jeho castiach.
R. Grosseteste (asi 1168—1253)

Zlato sa skusa ohnom, talent matematikou.
L. Pacioli (asi 1445 — 1514)



Kto podcenuje vysledky matematiky, Skodi celej vede, lebo ten, kto nepozna
matematiku, nemoze poznat ostatné exaktné vedy a nemoze pochopit svet... Chcel by
som vyslovit’ predpoved, Ze ¢im viac zaklad prirody rozsirujeme, tym viac odvetvi
matematiky budeme nuteni pouzivat... Vsetko poznanie zavisi od teoretickej sily
matematiky.

R. Bacon (asi 1214 — 1294)

Vsetko skimanie je porovndvanim, lebo pouziva pomer ako prostriedok... Cislo je
vyrazom jednoty... Pocet (Cislo) znamend pomer. Pomer je myslienkova konstrukcia...
Cislo je zdklad vsetkych veci chapanych myslenim... K poznaniu bozskych veci je nam
otvorend iba cesta prostrednictvom symbolov... Matematika nam najviac pomdha pri
pochopeni bozskych veci.

M. Kuzansky (asi 1401 — 1464)

Najvicsiu radost telu dava svetlo sinka, najvicsiu radost duchu — jas matematickej
pravdy... Kto neveri vo vrcholnu istotu matematiky, zostava v zmdtku a nikdy neumlci
rozpory sofistickych vied, ktoré ucia ludi vecnému kriku... Niet pravej istoty v tych
veddach, v ktorych sa neobjavuje matematika... Kto karha vznesenu mudrost
matematiky, zivi sa bludom.

Leonardo da Vinci (1452 —1519)
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KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2014/2015
RieSenia 2. série uloh koreSpondencnej stut’aze

1. ObdiZnikova zahrada ma dizku 100 m a $irku 20 m. Vypoéitajte, o kol’ko metrov
Stvorcovych sa zmensi jej Uzitkova plocha, ak sa ohradi okrasnym plotom, ktory
ma Sirku 50 cm.

RieSenie: Obsah zahrady je
§$=100 m-20 m=2 000 m".

Ak zdhradu ohradime zvnutra okrasnym plotom so Sirkou 50 cm na kazdej strane,
zmen$i sa kazdy rozmer zdhrady o 1 meter a ostane ndm k dispozicii plocha tvaru
obdiZnika s rozmermi 99 m a 19 m. Jej obsah je

$'=99m-19 m=1881m’.
Rozdiel tychto dvoch obsahov je
§—S8"=2000m”>-1881m* =119 m”.

teda 0Zitkova plocha zahrady sa zmensi o 119 metrov Stvorcovych.

2. Misko si pomyslel jedno cislo znasledujicej tabulky. Zuzka hadala, potom
povedala, ze hl'adané Cislo:

a) je v prvom riadku, 11213

b) nie je v druhom stipci,

()]
(@)

c) je parne, 71418
d) je vacsie ako 3.
Misko jej potom povedal, Ze iba jedna zo Styroch vypovedi je pravdiva a tri
zvys$né su nepravdivé. Ktoré ¢islo si Misko myslel?

RiesSenie: Postupne rozoberieme 4 moznosti podl'a toho, ktoré tvrdenie je pravdivé.

Ak by bolo pravdivé prvé tvrdenie, potom zvySné tri su nepravdive, teda Cislo
musi byt v prvom riadku (moézu to byt Cisla 1, 2, 3). Ked'ze musi byt v druhom
stipci, musi to byt &islo 2. Potom je ale pravdivé aj tvrdenie c, pretoZe 2 je parne
Cislo. Ale to nemdze nastat’, pretoze pravdivé tvrdenie mdze byt len jedno. Preto tato
moznost’ nevedie k rieSeniu a prvé tvrdenie musi byt nepravdivé, a teda hl'adané ¢islo
nie je v prvom riadku.

Predpokladajme, Ze je pravdivé druhé tvrdenie, teda c¢islo sa nenachadza
v druhom stipci. Kedze hladané &islo nie je ani v prvom riadku, prichddzaju do
uvahy len ¢isla 9, 6, 7 a 8. VSetky Styri st vSak vacsie ako 3, teda je pravdive aj
posledné tvrdenie. To vSak ma byt nepravdivé, a preto ani tdito moznost’ nevedie
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k rieSeniu. Preto musi byt aj druhé tvrdenie nepravdivé, teda hladané cislo je
v druhom stipci. Ked’Ze nie je v prvom riadku, ostali nam uz len dve moznosti: 5 a 4.

Ak by bolo pravdivé tretie tvrdenie, tak by bolo rieSenim Cislo 4. To je vSak
zaroven vacsie ako 3, teda opat’ by bolo pravdivé posledné tvrdenie. Teda Cislo 4 nie
je myslenym ¢islom a myslenym cislom je ¢islo 5 (pravdivé je posledné tvrdenie,
ostatné s nepravdivé.

Iné rieSenie: Podobne ako v prvom rieSeni vylucime prvy riadok. Ked’Ze ostali
Cisla4, 5,6, 7, 8,9, tak posledné tvrdenie je urcite pravdivé a ostatné su nepravdiveé.
Teda myslené ¢&islo nie je v prvom riadku, je v druhom stipci a nie je parne. Tymto
podmienkam vyhovuje len ¢islo 5.

Misko si myslel ¢islo 5.

3. Najdite vSetky prirodzené Cisla delitel'né Styrmi, ktorych ciferny sucet sa rovna
siedmim a ciferny sucin Siestim.

RieSenie: Ked'ze ciferny su¢in hl'adaného cisla sa rovnd Siestim, moze toto Cislo
obsahovat’ len cifry, ktoré su delite'mi €isla 6, teda 1, 2, 3 a 6. Teraz rozoberieme dve
mozZnosti, ktoré mézu nastat’: bud’ tam bude cifra 6, alebo tam budu cifry 2 a 3 (plus
niekol’ko jednotiek).

Ak c¢islo obsahuje cifru 6, potom ostatné cifry musia byt jednotky, aby bol ich
sucin 6. Ked’Ze jeho ciferny stcet sa rovna 7, tak jedinou moznost'ou su dve cifry — 1
a 6. Aby bolo toto Cislo delite'né 4, musi byt ¢islica na mieste jednotiek urcite parna
(to vsak nie je jedind podmienka, ked’ze Cislo je delitelné Styrmi prave vtedy, ked je
jeho posledné dvojcislie delite'né Styrmi). Preto dostdvame jedini moznost’ 16, ktora
aj vyhovuje.

Ak c¢islo obsahuje cifru 3, potom druhé cifra musi byt 2 a ostatné budu jednotky,
aby sme dostali ciferny suc¢in 6. Ked’ze ciferny sucet ma byt’ 7, musia tam byt eSte
dve jednotky, lebo 7 — 5 = 2. Mame teda k dispozicii cifry 1, 1, 2, 3. Aby bolo ¢islo
delitel'né Styrmi, musi byt jeho posledné dvojcislie delitel'né Styrmi. Mame jedint
parnu Cislicu 2, takze t4 musi byt na mieste jednotiek. KedZze aj 12, aj 32 su
dvojcislia delite'né 4, vyhovuji 'ubovol'né kombinacie ¢islic 1, 1 a 3, teda vyhovuju
Cisla1132,1312a3 112.

Uloha ma Styri rieSenia: 16, 1 132, 1312a3 112.

4. V lichobezniku maju zakladne diZky 20 cm a 10 cm, ramend 10 cm a 45 cm.
Vypocitajte obsah tohto lichobeZnika.



RieSenie: Lichobeznik zo zadania Ulohy si oznacme ABCD, pri¢om ‘AB‘ =20cm,

|BC|=10cm, |CD|=10cm,
so stranou BC, ktora pretne stranu AB v bode E. Trojuholnik DAE je rovnoramenny,
pretoze plati ‘AE ‘ = ‘DE ‘ =10 cm.

D, C

DA‘ = 44/5 cm. Bodom D vedme priamku rovnobeznu

A ' E B

Velkost' vysky h na stranu AD vtomto trojuholniku vypocitame pomocou

Pytagorovej vety:

h= \/‘AE‘z —[@) = \/(10 cm)2 —[4\/5 ALY R \J80cm® = 4\/§ cm.

2 2

Obsah trojuholnika DAE je potom
_|4D|-h 45 cm-44/5 cm

DAE
2

=40 cm®.

Obsah tohto trojuholnika mézeme vypocitat’ aj pomocou vzorca

AE|-v
SDAE:‘ 2‘ >

kde vje vyska na stranu AE v trojuholniku DAE. Dosadenim zndmym hodndt do
tohto vztahu dostaneme, Ze plati
40 cm’ = 100%,

teda v =8 cm. Obsah lichobeZznika potom vypocitame ako

3 (‘ABH‘CDD-V (10 cm+20 cm)-8 cm

S — = - 120 sz.
ABCD 2 2

Obsah lichobeZnika je 120 cm®.

5. Na dvoch kolesach, ktoré sa zvonka dotykaju, je natiahnuty pas. Uréte jeho dizku,
ak polomery kolies st 15 cm a 45 cm.



RieSenie: Oznaéme stred menSieho kolesa M a stred vacSieho kolesa V. Kedze
polomer mensieho je 15 cm a vacSieho 45 cm, tak vzdialenost’ bodov M a V' bude
‘MV‘ =15cm+45 cm=60 cm.

Ozna¢me jeden dotykovy bod mensSieho kolesa a pasu 7 ajeden dotykovy bod
mensieho kolesa a pasu U podla obrazka. Nech P je pita kolmice z bodu M na UV.
Potom je UPMT obdiznik, pretoze uhly VUT a UTM su pravé (TU je spoloéna
doty¢nica k obom kolesam, resp. kruzniciam), uhol UPM je tieZ pravy, a teda aj uhol
TMP musi byt’ pravy.

Ked’ze UPMT je obdiznik, plati ‘UP‘ = ‘TM ‘ =15 cm. Potom plati

|PV|=|UV|-|UP|=45 cm—15 cm =30 cm.

V pravouhlom trojuholniku PMV potom pozniame dizky dvoch stran
(‘M V‘ =60 cm,
tretej strany MP:

‘MP‘ = \/‘MV‘z —‘PV‘Z = \/(60 cm)2 —(30 c:m)2 =30-/3 cm.

Pas pozostava z dvoch takychto modrych Gsekov a dvoch Casti kruznic, preto

PV‘ =30 cm ) a mdZeme pomocou Pytagorovej vety vypoéitat’ dizku

dizka rovnych ¢asti pasu je
d =2-30-4/3 cm=60-~/3 cm.
Teraz nam ostava eSte vypoditat dizky &asti kruznic, ktoré tvoria pas.
V pravouhlom trojuholniku PMV plati:
_|P7] 30em 1
|MV| 60 cm 2’

cos‘<IPVM ‘

teda ‘<£P VM ‘ =60°. Potom Cervena Cast’ pravej kruznice zodpoveda stredovému uhlu
‘<IUVU’ =360°-2-60°=240°.
Jej dizka potom bude pomernou &astou dizky celej kruZnice (obvodu kolesa),
teda

d, = 240
360°

Analogicky budeme postupovat aj pri menSom kolese. Najprv si vypocitame
velkost uhla TMV: |[<TMV |=|<TMP|+|<PMV |=90°+30° =120°.

Potom pre velkost’ stredového uhla TMT" plati

|[<<TMT'|=360°-2-|<TMV|=360°—2-120°=120°.

Potom bude diZka zelenej Gasti mensej kruZnice pomernou &astou dizky celej

kruznice (obvodu kolesa), teda

2-7-45cm =60 77 cm.
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4 =120
360°

Celkovo dostavame, Ze dizka pasu je
d=d,+d,+dy=60-\/3 cm+60-7cm+10-7cm =(60-3 +70- 7) om = 323,83 cm.

2-7-15cm=10- 7 cm.

6. Dokazte, Ze pre 'ubovol'né kladné reélne ¢isla x, y, z plati nerovnost’
x’ y z X+y+z
2 2 + 2 2 + 2 2 2 :
xX+y° y 4z zi+x 2

(Neculai Stanciu, Titu Zvonaru, Rumunsko)

RieSenie: Pre vSetky kladné realne Cisla a, b plati nerovnost’ b(a —b)2 >0, pricom
rovnost’ nastava len pre a = b. Rozndsobenim tejto nerovnosti dostavame, ze plati
a’b—2ab’ +b* >0.
Prenesenim vyrazu z l'avej strany na prava a pripoc¢itanim 24’ k obom stranam
nerovnosti dostavame, Ze plati

2a° >2a’ —a’b+2ab’ - b’ = (az + bz)(2a —b).
Predelenim oboch stran nerovnosti kladnym vyrazom 2(a2 +b2) dostavame, ze

plati
a’ 2a—b
5 > 2 .
a +b 2
Ak teraz miesto a, b dosadime postupne x, y; y, z a z, x a ziskané nerovnosti

s¢itame, dostaneme, ze plati
3 3 3
X z 2x— 2y—z 2z—x x+y+z
7, 27" zy Tt 3 22 o2l 2y = L=
X +y y+z zZ+x 2 2 2 2

Rovnost nastava len v pripade x =y = z.

Vysledkova listina po 2. sérii iloh koreSpondencnej stut’aze

Por. |Priezvisko |[Meno |Kategéria [Skola PS|1|2[3(4|5|6|Spolu
1 |FarkaSovsky [Tomas V4 7S Stefana Kluberta Levota |18|5 (4|45 36
2. |Bréiak Jakub Z 7S Stefana Kluberta Levoda |18|5|5(|2(5 35
3. |Lopatkova Silvia Z 7S Stefana Kluberta Levoda [19|5 (5|31 33
4. |Dlugosova |Michaela C G Kukuéinova Poprad 18 5 23
5. |Bielend Veronika C SOS Svit 12 2|1[3]0] 18
6. |Grivalsky Jakub C SOS Svit 10 10
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S vedomost’ami z elementarnej geometrie

Elementarne geometrické predstavy a z toho vyplyvajiace jednoduché vypocty rovin-
nej geometrie su zdkladom naSich priestorovych predstdv o redlnom svete. Asi len
malokto netusi ni¢ o Pytagorovej vete. Na vyrieSenie ponikanych tloh sta¢ia solidne
vedomosti zo zakladnej Skoly, napr. aj poznanie Talesovej vety alebo vedomosti
o strednej priecke trojuholnika ¢i o jeho t'aZzniciach. Treba vediet’ aj o zhodnosti 1 po-
dobnosti trojuholnikov. VSetky pontkané ulohy st zadané aj s nazornym grafickym
vyjadrenim, ale pozadované udaje nemozno merat’ ani odhadovat, ale treba ich
vypoéitat. Sikovné ,,vtipné“ vyrieSenie pouZitim vhodnych vlastnosti geometrickych
utvarov moze priniest’ skutocnui radost’ zo Skolskej matematiky.

1. Stanovte obsah obdiznika 4ABCD, ak obsah trojuholnika —= ~ N 1
AEC je 3 cm’ a obsah trojuholnika ABE je 5 cm® (pozri e 5 .
obrazok). .
A B
A) 9cm® B) 10cm*> C) 11em® D) 12 cm?
2. Obsah lichobeznika ABCD je 30 cm’. Oznaéme b . c

S stred ramena BC. Stanovte obsah trojuholnika ASD.

A) neda sa urcit’ B) 10 cm’ :
C) 15 cm’ D) 20 cm® 4 » 3

3. Na kruznici so stredom M a polomerom r lezia body X, Y, K tak,
7e |XY| = r a uhol XYK je pravy (90°). Stanovte vel'kost’ uhla XKY.

A) 45° B) 30° C) 20° D) 15°

4. V rovnoramennom lichobezniku ABCD (pozri obrazok)
plati |[AB| = |AC| auhol BAC mé velkost 32°. Stanovte
vel’kost’ uhla ADC.

A) 106° B) 115° C) 120° D) 150° )

5. V danom lichobezniku KLMN pozname dizky oboch
zakladni |KL| =12 cm, |MN |= 4 cm. Obsah trojuholnika
KMN je 9 cm’. Stanovte obsah lichobeznika KLMN.

=

K 12 cm L

A) 24cm’® B) 28cm® C) 32cm’® D) 36cm’

12



6. V rovnoramennom trojuholniku ABC zékladiia AB meria 16 cm, c
taznica CC, ma dizku 18 cm. Stanovte dizku Gse¢ky AT, ak T je

tazisko trojuholnika ABC. A
A) 10 cm B) 12 cm C) 14 cm D) 16 cm A cl B
7.V kruhu so stredom S a priemerom 4B su dané tetivy (pozri 5

obr.), ktoré maju velkost’ |4D| = 8 cm, |BD| = 6 cm. Stanovte
obsah trojuholnika BCS, ak polomer CS je kolmy na priemer
AB.

A) 8 cm’ B) 12,5 cm® C) l4cm® D) 155 cm’ 4

8. V pravouhlom trojuholniku ABC je bod S stred
prepony AB. Uhol CS4 ma velkost 100°. Stanovte
velkost’ uhla CBS (pozri obr.).

A) 75° B) 60° C) 55° D) 50° c .

9. V trojuholniku ABC (pozri obr.) st Usecky A4,
BB, taznice, T je tazisko tohto trojuholnika. 5 A. >

Obsah trojuholnika ATB, je 8 sz. Ak}" je obsah T
trojuholnika ABT? - .

A) 14cm®> B) 18cm® C) 12cm® D) 16 cm®

10. Obdizniky ABCD, KLCB st podobné (pozri obr.), » c L
d’alej plati [AD| = 4 cm, |BK| = 2 c¢m. Stanovte obsah
obdiznika AKLD.

A) 40cm® B) 38cm’® C) 32cm® D) 26cm” . 5 2em K

11. 'V lichobezniku ABCD (pozri obr.) je bod
K prieseCnikom uhlopriecok aplati |AK| = 2:|KC|. Ak
obsah trojuholnika AKD je 8 cm’, aky je obsah celého
lichobeznika ABCD?

A) 24cm® B) 32cm® C) 36cm® D) 40 cm®
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12. Stanovte velkost’ usecky AD (pozri obr.), ak pre da-
n¢ usecky plati: |[4B| =12 cm, |DE| = 8 cm, |DC| = 6 cm,
AB /| DE.

A) 4 cm B) 3cm C) 2cm D) 1cm

13. V trojuholniku ABC vieme, ze UseCka ML je
rovhobeznd s AB a pozname obsahy niektorych
mensich trojuholnikov (pozri obr., vpisané ¢isla st

vel’kosti prislusnych obsahov). Stanovte obsah celého
trojuholnika ABC.

A) 19cm®* B) 195¢cm*> C) 20cm® D) 21 cm®

14. Stanovte obsah lichobeznika ABCD, v ktorom je ’ ¢
K priese¢nik jeho uhlopriecok a obsah trojuholnika ABK
je 9 cm’ a obsah trojuholnika CDK je 4 cm’.

A) 25cm® B) 23cm® C) 28cm® D) 26 cm®

15. Stanovte obsah trojuholnika FEC, ak poznate obsahy
trojuholnikov ADF, DEF, DBE (v cm®) podl'a zadania na
obrazku (4B // FE).

A) 3em® B) 2,5ecm® C) 2ecm® D) 1,5cm’

16. Obvod trojuholnika ABC meria 63 cm, jedna jeho
strana ma dizku 21 cm. Stanovte dizky ostatnych
dvoch stran, ak viete, Ze os vnutorného uhla pri
vrchole 4 je kolmé na taznicu z vrcholu B.

A) |[AB|=18 cm, |[AC| =24 cm 4 B
B) |4B|=16 cm, |AC| =26 cm
C) |[AB|=14 cm, |[AC|=28 cm
D) |[AB|=21cm, |AC|=21 cm

Spravne odpovede:
1.B;2.C;3.B;4.A;5.D;6. A;7.B;8.D;9.D; 10. A; 11. C; 12. B; 13. C; 14. A;
15. D; 16. C.
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Vyhodnotenie

Posud’te vysledky svojich Skolskych geometrickych vedomosti aj podla uspeSnosti
v tomto teste (za spravny vysledok v jednej ulohe je 1 bod). Nech vas povzbudia,
aspon na chvilku, dole uvedené citaty. Aj elementarna geometria patri k zakladom
matematickej kultary.

l16b—14b:

Geometria je akymsi konickom, ktorého nam dala priroda, aby nas potesoval
a zabdval v temnotach. (J. d’ Alembert).

13b—11b:
Krasa matematiky je v tom, nachadzat pravdu bez tazkosti. (G. Polya)

10b—7b:
Najvyssie poslanie matematiky spociva prave v tom, aby nachddzala skryty poriadok
v chaose, ktory nas obklopuje. (N. Wiener)

6b—4b:
Nie som sSpecialista v matematike, som len jej obdivovatel, nestastnik zamilovany do
tejto najkrasnejsej z vied. (P. Valéry)

3b—-0b:
Vselico sa ¢lovek nauci v starsom veku, ale matematika sa neda ,,dohanat’ . Je to ako
hudobné umenie — Ziak si cez nu osvojuje urcitu kulturu myslenia. (M. Kolibiar)

Vybral a zostavil Dusan Jedindk

Zadania uloh vyberového sustredenia Matematickej olympiady

1. Nech S je kone¢na mnozina kladnych celych ¢isel, ktord ma nasledujiacu vlastnost’.
Ak x je prvok mnoZiny S, potom aj kazdy kladny delitel’ ¢isla x patri do mnoziny S.
Neprazdna podmnoZina 7 mnoziny S sa nazyva dobrd, ak pre kazdé x,y €T, x>y,
je podiel x/y mocninou prvocisla. Neprazdna podmnoZzina 7 mnoziny S sa nazyva
zl4, ak pre ziadne x,yeT,x>y, nie je podiel x/y mocninou prvocisla.
Jednoprvkové podmnoziny st zaroven dobré aj zlé. Nech k je velkost' najvacsej
dobrej podmnoziny mnoziny S. Ukézte, Zze k je taktiez najmen$i mozny pocet po
dvoch disjunktnych zlych podmnoZin mnoziny S, ktorych zjednotenim je S.
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2. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Nech B, je bod na strane AC taky, ze BB je
osou ostrého uhla 4ABC. Kolmica z bodu By na stranu BC pretne krat§i obluk BC
kruZnice opisanej trojuholniku ABC v bode K. Kolmica z bodu B na AK pretina AC v
bode L. Priamka BB pretina obluk AC v bode M réznom od B. Dokazte, Ze body K,
L, M lezia na jednej priamke.

3. N4jdite vSetky funkcie f:R — R také, Ze pre vSetky x, y eR plati
FfE)=2)= F )+ (£ ()= (=)0

4. Body 4,, By a C| lezia po rade vo vnutri strdn BC, CA a AB trojuholnika ABC.
Ozna¢me po rade 4y, By a Cy prieseCniky BB, NCC,, CC,n A4, a AA N BB,.
Dokazte, ze ak Styri trojuholniky CB4,, AC,By, BA,Cy a AoByCy maji rovnaky obsah
rovnajuci sa jednej, tak aj tri Stvoruholniky AByA¢B,, BCyByC, a CAyCod, maju
rovnaky obsah. N§jdite jeho velkost'.

5. Oznaéme a, S, y uhly trojuholnika ABC. Dokazte, ze ak plati

sin ¢ + sin f+sin y _3
cosa + cos f+cosy ’

tak potom m4 jeden z uhlov trojuholnika ABC velkost’ 60°.

6. Dokazte, ze kazdé¢ prirodzené Cislo k mozno jedinym spdsobom vyjadrit’ v tvare
k=b-14+b,-2!+ +b, -nl,
kde b;, j=1,2, ,n, sucelé Cisla, pre ktoré plati 0<b, < j, b, # 0.

7. O postupnosti a,,a,, ,a,,, J€ zname, Ze ‘al‘:l a ‘akﬂ :‘ak+1‘ pre kazdé

k=1,2, ,2013. N4jdite naymenSiu moznu hodnotu vyrazu ‘al +a,+ + azm‘ :

8. Pre kazdé prirodzené Cislo £ > 1 najdite najmensie prirodzené Cislo m > 1 také, ze
existuje polyném P(x) s celoCiselnymi koeficientmi a vlastnostami:

o P(x) —1 ma4 asponi jeden celociselny koren,

o P(x) —m ma presne k celoCiselnych koretiov.

9. Na priamke AC trojuholnika ABC zvolime body M a N tak, aby ‘AM ‘:‘AB
‘CN‘:‘BC‘ a body boli na priamke v poradi M, 4, C, N. Kruznice opisané

trojuholnikom BCM a ABN sa pretinaji v bodoch B a K. Dokazte, ze BK je osou uhla
ABC.

b
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10. Pre nezaporné &isla a, b, ¢ so suétom 5 najdite maximum vyrazu a'b +b'c+ c*a.

11. Na nekonec¢nej Sachovnici mame vyznacenych 100 poli¢ok, po ktorych sa moze
pohybovat’ veza. Medzi kazdou dvojicou vyznacenych policok sa da dostat
kone¢nym poctom t'ahov vezou. (Vezou mdzeme t'ahat’ medzi l'ubovol'nymi dvoma
vyznaéenymi polickami v rovnakom riadku alebo stipci.) Dokéate, e vieme
vyznacené policka rozdelit na 50 dvojic tak, Ze policka kazdej dvojice lezia
v rovnakom riadku alebo stipci.

12. Radikdlom prirodzeného ¢isla N (ktory sa oznacuje rad(N )) sa nazyva sucin
vSetkych prvociselnych delitel'ov Cisla N, ktoré sa berti v prvej mocnine. Napriklad
rad(lZO) =2-3-5=30. Existuje takd trojica po dvoch nestdelitelnych prirodzenych
Sisel 4, B, C, ze plati A + B= C atiez C>1000-rad(4BC)?

13. Na stranach 4D a CD rovnobeZznika ABCD so stredom S zvolime postupne také
body P, Q aby platilo |<ASP|=|< CSQ|=|£ABC|. Dokézte, ze

a) uhly ABP a CBQ su zhodné,

b) priamky AQ a CP sa pretinaju na kruznici opisanej trojuholniku ABC.

14. Pre reédlne po dvoch r6zne a, b, ¢ dokdzte nerovnost’
|a+b+|a+c|+c+b|
‘a—b ‘a—c‘ c—b‘

a zistite kedy nastdva rovnost’.

>2

15. Mame Stvorcovu tabul’ku 2014 x 2014, ktora je ako torus. VpiSeme do nej €isla od 1
po 20147 kazdé prave raz. Najdite najvicsie také M, Ze vzdy existuje dvojica
susednych poli¢ok (hranou) liSiaca sa aspon o M.

16. Najdite vsSetky funkcie f:N — N také, ze pre vSetky a, b eN plati
a’+ f(b) af(a)+b.

17. Dany je trojuholnik 4BC taky, Ze |{ABC|>|<BCA|. Nech P, Q st také dva rozne
body na priamke AC, ze ‘AQBA‘:‘APBA‘:‘ABCA‘ a A lezi medzi P a C.
Predpokladajme, ze vnutri useCky BQ existuje bod D taky, ze ‘PB‘ = ‘PD‘. OznaCme
R priesecnik polpriamky AD a kruznice opisanej trojuholniku ABC rdzny od A.
Dokaézte, ze |OB|=|OR|.
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