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Redak¢na posta

Mili Citatelia,

dostavate do ruk posledné Cislo tohto ro¢nika Casopisu MATMIX. Na tvod v fiom
ndjdete medailon Ernsta Zermela — matematika, ktory ponukol axidému vyberu.
V druhom ¢lanku z histérie matematiky pod ndzvom To vedel uz Euklides, ktory

uzatvara toto Cislo, si dokdzeme jedno zaujimavé tvrdenie o dokonalych ¢islach.

Vramci koreSpondenénej sutaze prindSame vzorové rieSenie Uloh 2. série

a vysledkové listiny kategorii B a C.

V ¢lanku Niekol'ko dopravnych tloh pokracujeme v sérii dopravnych tloh, ktort sme

zacali v predchadzajucom cisle Casopisu.

Prajem vam prijemné prazdniny a verim, Ze sa uz zaciatkom nasledujuceho Skolského

roku stretneme opét’ na strankach nasho ¢asopisu.

Martin Hrinak



Ernst Zermelo — ponukol axiomu vyberu

Usporiadanost’

Viete si predstavit, o znamend usporiadat’ zZiakov vase]
triedy podla velkosti alebo podla abecedy. Trochu
starosti budete mat’, ak niekol’ki ziaci s tplne rovnako
vysoki, alebo ak by mali Uplne rovnaké priezviska
a mena. Ti by boli v danom vztahu neporovnatelni. Ak
by v triede neboli takito neporovnatel'ni, mézeme hovorit’
o uplnom usporiadani. Trochu to zovSeobecnime: Ak je
usporiadand mnozina takd, Ze kazda jej podmnoZina ma

najmensi prvok, hovorime, Ze mnozina je dobre

usporiadana. Napriklad mnozina vSetkych kladnych
celych cisiel je podla velkosti dobre usporiadana. Mozno kazdi mnozinu dobre
usporiadat? Nemecky matematik Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871 —

1953) dokézal, Ze kazdi mnozinu mozno dobre usporiadat’.

Zo Zivota

Ernst Zermelo sa narodil 27. jila 1871 v Berline. Pochadzal z rodiny univerzitného
profesora s akademickym zazemim. Po absolvovani strednej Skoly v roku 1899
navstevoval tri univerzity (Berlin, Halle, Freiburg) a Specializoval sa na matematiku,
fyziku 1 filozofiu. Na Stadidch sa spoznal s Frobeniom, Fuchsom, Schwarzom
1 Husserlom. Univerzitné §tudid ukoncil doktoratom v Berline (1894) a d’alSie tri roky
pracoval a Studoval u Plancka v InStitate teoretickej fyziky. Habilitaciu dokondil
v Gottingene (1899). Tam pdsobil az do roku 1910, od roku 1906 bol univerzitnym
profesorom matematiky. Na univerzite v Ziirichu prednasal v rokoch 1910 — 1916,
desat’ rokov Zil v bavorskom Ciernom lese, potom v rokoch 1926 az 1935 posobil na

univerzite vo Freiburgu. Tam 21. méja 1953 zomrel.

Spojenie s osudom tedrie mnoZzin

Po roku 1900, ked” Hilbert podnietil vyskum hypotézy kontinua, aj Zermelo zacal
pracovat’ na problematike teérie mnozin. V roku 1904 uviedol na matematickl scénu
axiomu vyberu. Ta hovori asi tol’ko, ze zo vSetkych (aj nekone¢nych) mnozin
nejakého (aj nekonecného) systému mnozin moZno vybrat naraz (aj bez

predchadzajiaceho udania pravidla tohto vyberu) po jednom prvku. (Axidéma je
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matematické tvrdenie, ktoré prijimame bez dokazu.) Na jej
zéklade ukazal, ze kazdi mnoZinu mozno dobre usporiadat’ (toto
tvrdenie je s axidmou vyberu ekvivalentné). Axioma vyberu
vyvolala rozporuplné diskusie a stala sa zdrojom zaujimavych
matematickych otazok tedrie mnozin az dodnes. Zermelove

predstavy axiomatizacie tedrie mnoZzin rozvinul okolo roku 1922

A. Fraenkel (1891 — 1965). V stcasnej matematike si zname
ako Zermelov-Fraenkelov axiomaticky systém teorie mnozin..
Zermelo sa zaoberal aj varianym poctom, tedriou hier s Uplnou informéciou

a uplatnenim tedrie pravdepodobnosti v Statistickej fyzike.

Pozrite sa do literatury
-y Ak postupne zvladnete nielen Skolské zaklady tedrie mnozZin,
" ale aj jej najdolezitejSie myslienky a vysledky, spoznéate, ze
tato matematicka disciplina je vedou opisujucou nekonecno.
Dobre pochopené poznatky tedrie mnoZin vam umoznia
,dotknut’ sa nekonecna®. Pre hlbSie Stidium tejto
problematiky sa pozrite do kniziek Bukovsky, L.: MnoZiny
a vSelico okolo nich (Bratislava: Alfa, 1985) alebo Vilenkin,
N. LI.: Rozhovory o mnozinéch (Bratislava: SPN, 1972). V nich
spoznate neznamy svet nekone¢nych mnoZzin.
Dusan Jedindk

KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2015/2016

RieSenia 2. série tloh koreSponden¢nej sut’aze

1. Urcte ciferny stcet Cisla 201520152015..., ktoré ma 2015 cifier.

RieSenie: V uvedenom ¢isle sa opakuju 4 Cislice 2, 0, 1, 5. Ked'Ze plati
2015 : 4 =503 zvysok. 3,
zopakuje sa tato Stvorica 503-krat a na konci ¢isla bude 201. Ciferny sucet uvedene;j
Stvorice je 2 + 0 + 1 + 5 =8, teda ciferny stcet daného ¢isla je
503-8+2+0+1=4027.



2. Urcte, ktoru cCislicu sme napisali poslednt, ak piSeme postupne za sebou prirodzené

¢isla 1, 2, 3, ... a pritom sme na to pouzili 2 015 ¢islic.

RieSenie: Ak napiSeme ¢isla 1, ..., 9, pouzijeme na ne 9 Cislic. Na ¢isla 10, ..., 99
pouzijeme 90-2 =180 Ccislic. Ostalo nam 2 015 — 189 = 1 826 ¢islic. Ked'ze po Cisle
99 nasleduju trojciferné Cisla, vydelime 1 826 tromi, aby sme zistili, kol’ko ich bude.
Ked'ze plati 1 826 : 3 = 608 zv. 2, napiSeme za sebou prvych 608 trojcifernych &isel,
teda ¢isla 100, 101, ..., 707. Teraz ostava napisat’ uz len posledné dve cislice — 7, 0.

Poslednou napisanou cislicou je ¢islica 0.
3. Urcte, kol’ko prvocisel menSich nez 2015 ma ciferny stcet 2.

RieSenie: Ked’Ze ide o prvocisla s cifernym stuctom 2, prichddzaju do Givahy dva typy
Cisel. Prvy typ obsahuje Cislicu 2 a niekol'’ko ntl. Druhy typ obsahuje dve jednotky
aniekol’ko nul. Kedze prvocislo prvého typu je parme (kon¢i na 0 alebo 2),
dostdvame tu jediné rieSenie — prvocislo 2. V druhom pripade musi byt na konci
jednotka, pretoze ak by tam bola nula, tak by iSlo o parne Cislo vac¢sie ako 2, a teda by
to nebolo prvocislo. Na druhej strane, aj prvou cifrou h'adaného prvocisla musi byt
1, pretoze 0 to byt nemdze (nula sa na zacCiatku ¢isla nepise). To nam zuZilo mnozinu
moznych prvoéisel na 11, 101, 1001. Cisla 11 a 101 st prvoéislami. Kedze &islo
1 001 sa rovna sucinu Cisel 7, 11 a 13, nie je prvocislom.

Zadaniu ulohy vyhovuju tri prvocisla (2, 11, 101).

4. Urcte, kol'kokrat sa v €islach strdn v encyklopédii, ktora ma ocislované stranky od

1 do 2015 vratane, vyskytuje Cislica 5.

RieSenie: Na mieste jednotiek sa ¢islica 5 vyskytuje 202-krat, pretoze takéto ¢islo ma
tvar XYZ5, pricom XYZ nadobtida hodnoty od 0 (zodpovedad cislu 5) po 201
(zodpoveda ¢islu 2 015).

Na mieste desiatok sa Cislica 5 vyskytuje 200-krat, pretoze takéto Cislo ma tvar
XY5Z, pricom Z mdze byt 'ubovolna cifra (0 — 9) a XY nadobuda hodnoty od 0
(zodpoveda Cislu 5Z) po 19 (zodpoveda ¢islu 1 95Z). Takychto ¢isel je 20-10 =200,
pretoze moznosti pre XY je 20 (od 0 po 19) a moznosti pre Z je 10 (0 az 9), pricom

tieto moznosti sa mozZu navzajom 'ubovolne kombinovat.



Na mieste stoviek sa Cislica 5 vyskytuje 200-krat, pretoze takéto ¢islo ma tvar
X5YZ, pricom Y a Z mézu byt T'ubovolné cifry (0 — 9) a X nadobuda hodnotu 0
(zodpoveda cislu 5YZ) alebo 1 (zodpovedd cCislu 15YZ). Takychto Cisel je
2-100 =200, pretoze moznosti pre X su dve (0 alebo 1) a moznosti pre YZ je 100 (od
00 po 99), priCom tieto moznosti sa mézu navzajom 'ubovol'ne kombinovat'.

Na mieste tisicok sa Cislica 5 vyskytovat’ nemo6ze, pretoze najmensie také Cislo je
5000 a to je vacsie ako 2 015.

Spolu dostavame 202 + 200 + 200 = 602 ¢islic 5.

5. Uréte ciferny sadet saétu 107+ 2015.

RieSenie: Cislo 10"

konci je Stvorcislie 2015. Ciferny sucet tohto Cislajetedal +0+2+0+1+5=9.
Ciferny stget saétu 10" + 2015 je 9.

+ 2015 pozostava z jednej Cislice 1, za fiou je 2011 nul a na

6. Urcte sucet vSetkych prirodzenych delitel'ov ¢isla 2015 delite'nych piatimi.

Riesenie: Cislo 2015 mozeme zapisat ako sudin prvodisel v tvare 5-13-31. To
znamena, Zze Cislo 2015 ma len 4 prirodzené delitele delitelné piatimi:
5,5-13,5-31,5-13-31. Ide o ¢isla 5, 65, 155 a 2015. Ich sucet je
5+ 65+ 155+2015=2240.
Stcet vSetkych prirodzenych delitel'ov ¢isla 2015 deliteInych piatimi je 2 240.

7. Uréte podet prirodzenych &isel od 1 do 10°, ktoré konéia $tvoréislim 2015.

RieSenie: Vsetky vyhovujuce prirodzené c¢isla maju tvar AB2 015, pricom AB
nadobuda hodnoty od 0 (zodpoveda Cislu 2 015) po 99 (zodpoveda ¢islu 992 015).
Ked’ze prirodzenych Cisel od 0 po 99 je 100, existuje 100 prirodzenych cCisel od 1 do

10°, ktoré koncia $tvoréislim 2015.

8. Urcte najmensie prirodzené Cislo, ktorého ciferny sucet je 2015.

RieSenie: Ak hl'addme najmensie prirodzené Cislo s uvedenou vlastnostou, musime
na mieste Cislice snajvy$sim raddom pouzit' o najmensiu Cislicu, a na ostatnych
miestach pouzijeme 9 (pouzivame najvacsiu Cislicu, aby sme dosiahli minimalny
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pocCet cifier hladan¢ho Ccisla). Kedze 2015 : 9 = 223, zvySok 8, pouzijeme
223 deviatok a jednu osmicku a dostaneme tak ¢islo 899...99 s 223 deviatkami.

Hladané¢ najmenS$ie prirodzené cislo, ktorého ciferny sucet je 2015, je Cislo
899...99, ktoré obsahuje 223 deviatok.

9. Uréte, kol’ko prirodzenych &isel mensich nez 10°°" ma ciferny sucet 3.

RieSenie: Vyhovujlce prirodzené Cisla mézu byt vzhladom na ciferny sucet troch
druhov: obsahuju jednu trojku a niekol’ko nul, alebo obsahuji jednu jednotku, jednu
dvojku aniekolko nul, alebo obsahuju tri jednotky a niekol’ko nul. KedZe prvou
Cislicou nemo6ze byt 0, musi to byt’ 1, 2 alebo 3.

Zaoberajme sa prvym pripadom. Vyhovujuce su tieto &isla: 3, 30, 300, ..., 3-10%".
Kedze 3=3-10", tychto ¢&isel je rovnako ako ¢isel 0, 1, ..., 2014, teda ich je 2015.
Moézeme to viak vypotitat aj inak: Cislo 10" méd 2016 cifier, takze kazdé
prirodzené Cislo menSie ako toto ¢islo m& maximalne 2015 cifier. Predstavme si teraz
vedla seba 2015 nul. Ak si nahradime jednu nulu trojkou, dostaneme vzdy Cislo
vyhovujlice zadaniu tlohy (pripadné nuly na zaciatku potom odstranime). Preto sa
celkovy pocet vyhovujacich ¢isel rovna poctu spoésobov, ako vybrat z 2015 cifier
jednu. A to je 2015 spdsobov.

Podobne budeme postupovat’ aj v druhej moznosti — z 2015 miest budeme vyberat’
dve miesta — jedno pre jednotku a jedno pre dvojku. Na vyber miesta pre jednotku
mame 2015 mozZnosti a na vyber miesta pre dvojku uz len 2014 moznosti, ked'ze
jedno miesto uz obsadila jednotka. Ked'Ze tieto moznosti sa mdzu navzijom
kombinovat’, dostdvame tak 2015-2014 =4 058 210 moznosti.

V tretom pripade mame vSetky tri cifry rovnaké, a tak nam nezalezi na tom, ktora
jednotku kedy vyberieme — vyberdme 3 miesta z 2015 bez ohl'adu na ich poradie. Na

to mame

=1361529 455 moznosti.

3 3-2-1
Dokopy tak dostdvame 1361529 455+4058210+2015=1365 589 680 moznosti.

(2015)_ 2015-2014-2013

10.Urcte vSetky rozne trojice prirodzenych Cisel x < y < z, pre ktoré plati
x-y-z=2015.



RieSenie: Najprv si rozlozime ¢islo 2015 na sicin prvocisel: 2015=5-13-31. Ak je
hodnota x vacsia ako 1, potom musi byt aspon 5, ked’Ze najmenSie prvocislo, ktoré
deli Cislo 2015, je 5. Potom vSak musi platit’ yz=403, akedZe y <z, musi platit
y=13 a z=31, pretoze inak su¢in 403 neziskame. Dostdvame tak prvu a jedinu
vyhovujliicu moznost.

Ak x=1, potom rieSime rovnicu yz=2015 pricom 1< y<z. KedzZe plati
2015=5-13-31, y az mézu nadobudat’ len tieto dvojice hodndt (jedno ¢islo sa rovna
jednému delitel'u a druhé sucinu zvysSnych dvoch): 5 a 13-31, 13 a 5-31,31 a 5-13.
Kazd4 z tychto dvojic vyhovuje, a tak dostavame d’alSie tri rieSenia.

Ked’Ze iné mozZnosti nastat’ nemozu, dostavame, Ze lloha ma tieto Styri rieSenia:

X v z
5 13 31
1 5 403
1 13 155
1 31 65
11. Uréte zvyS$ok po deleni &isla 10°°" ¢islom 15.

RieSenie: Pri vypocte pouzijeme skrateny zapis pomocou kongruencii:
102015 = (_5)2015 _ (_5).(_5)2014 _ (_5).251007 _ (_5)_(_5)1007 _
_ (_5)1008 _ 95504 _ (_5)504 _ 9522 _ (_5)252 _ 5126 _ (_5)126 _
=25% =(=5)" =(=5):(=5)" =(-5)-25" =(=5)-(-5) ' =
= (=5)" =25" =(=5)" = 25" =(-5)' =25* =(-5)" = 625=10(mod 15)
Cislo 10*°" dava po deleni ¢islom 15 zvysok 10.
Iné rieSenie: VyuZijeme, Ze plati 10*°"> = 99...90 + 10. Cislo 99...90 je delitelné 15,
pretoze je delitelné aj 3 (kazda cifra je delitelné 3) aj 5 (konci 0). Preto je hl'adany
zvySok 10.

12. Uréte poslednu cifru ¢isla 2015*°" — 15 v jeho desiatkovom zapise.

RieSenie: Desiatkovy zapis &isla 2015°°"° konéi na &islicu 5, pretoze suéin Pubovol-
ného poctu prirodzenych cisel konciacich na 5 kon¢i na 5 (vyplyva to z toho, Ze
5-5=125, ateda posledna c¢isla sacinu dvoch ¢isel konciacich 5 je opdt’ 5). Po od-
Citani Cisla kon¢iaceho 5 (v naSom pripade 15) bude potom posledna ¢&islica ur€ite 0.
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13. Urcte hodnotu vyrazu
(3 {3 ) (5 ) (3o ) (5055
2 3 4 2014 2015

RieSenie: Jednotlivé zlomky upravime na spolocného menovatela a po vykrateni

rovnakych Citatel'ov a menovatel'ov dostaneme, Ze plati:

1 AN

Ve 1\ Ve 1\ / 1\ 7 i / 1 \
I+—|{1+=||1+—=]...c| I+ |1+ =
L 2“ 3JL 4J ( 2014JL 2015J
_(3)(4)(3). [(2015) (2016)_2016 _ o
2 3 4 2014 2015 2

-2015
5 .

14. Urcte poslednu cifru desatinného rozvoja Cisla

RieSenie: Ozna¢me 57" =x. Potom musi platit 1=x-5"". Vynasobenim tejto

: X7 201 ~ r ~2015 2015 2015 2015
rovnice ¢islom 2" dostaneme, Ze plati 2°°"° = x- 57 . 2°°" = x.10™",

Teraz ndm uz stadi urit’ len poslednu &islicu &isla 22"

, pretoze ta je rovnaka ako
posledna cifra desatinného rozvoja ¢isla x (nasobenie mocninou 10 posuva len
desatinni Ciarku, cifry Cisla nemeni). Pre tento vypocet opit pouZijeme zapis
pomocou kongruencii:
Y2015 _ 9367142 _ 4 Q671 4.(_2)671 _ 4.(_2)
=6-2""=6.2.8" =12.8" =2.(2)" =2-(-2)""" =2-4.(-8)" =8.2% =

=82 =8.8"=8" =(-2) = (-2)" = (-8)’ =2* =8 (mod 10)

3:22342

=4-4-(-8) =16-2"% =

)3~24+2

)223

Poslednou cifrou desatinného rozvoja &isla 57 je &islica 8.

15. Urcte, kol’ko prirodzenych Cisel od 1 do 2015 (vratane) napisanych na tabuli bude
oznacenych prave dvomi znackami, ak sme najprv oznacili z nich vSetky, ktoré st
deliteI'né dvomi jednou znackou, potom inou znackou vsetky ¢isla delitelné tromi

a na zaver sme oznacili zase inou znackou vSetky ¢isla delitelné Styrmi.

RieSenie: Znacky maju len Cisla, ktoré su delitel'né dvomi, tromi alebo Styrmi. Aby
malo nejaké Cislo dve znacky, musi byt delitel'né dvoma z tychto ¢isel. Ak je cislo
delitelné Styrmi aj tromi (teda dvanastimi), tak je delitelné aj dvomi, ateda je
oznacen¢ troma znaCkami, a teda nevyhovuje. Ostali nam uz len dve moznosti: Cisla
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delitelné Styrmi nedelitelné tromi (tie dostali dve znaCky za delitelnost’ 2 a4

a nedostali znaCku za deliteInost’ 3) a Cisla deliteI'né Siestimi (ako nasobok 2 a 3)

nedelite'né Styrmi (tie dostali dve znacky za delitelnost’ 2 a 3 a nedostali znacku za

delitel'nost’ 4).

Cisel delitelnych $tyrmi mensich alebo rovnajucich sa 2015 je 503, pretoze plati
2015 : 4 = 503 zv. 3. Cisel delitelnych $tyrmi a delitelnych tromi (teda delitelnych
12) menSich alebo rovnajucich sa 2015 je 167, pretoze plati 2015 : 12 = 167 zv. 11.
Preto je Cisel delitelnych Styrmi a nedelitelnych tromi 503 — 167 = 336.

Cisel delitelnych Siestimi mensich alebo rovnajucich sa 2015 je 335, pretoze plati
2015 : 6 = 335 zv. 5. Cisel delitelnych Siestimi a delitelnych $tyrmi (teda delitelnych
12) menSich alebo rovnajucich sa 2015 je 167, pretoze plati 2015 : 12 = 167 zv. 11.
Preto je Cisel delitelnych Siestimi a nedelitelnych Styrmi 335 — 167 = 168.

Vyhovujucich cisel je 336 + 168 = 504.

Vysledkové listiny po 2. sérii uloh koreSponden¢nej sut’aze

Kategoria C
Por. | Priezvisko| Meno |Skola 3/4/5/6|Spolul |3(4|5]/6| Spolu 2 |Spolu
1 |Horvath |Jakub G Bratislava 315(5/4 17 315|5|5 18 35
2 |Novotny |Peter G Presov 315/4|3 15 315|5|5 18 33
2 | Misik Jan G Kosice 315|413 15 315|5]5 18 33
2 |Nova Jana G Presov 3(5|4|4 16 314|5]|5 17 33
5 |Podolsky |Slavomir | SOS Svit 2|15/4]|3 14 |3|5|5]5 18 32
6 |Nagy Peter G Kosice 311214 10 |3]0[5]5 13 23
7 |Farkas Zoltan | G Dunajské Streda |3 (4|15 13 20140 7 20
8 |Migian  |Samuel |SOS Svit 1/0/3]0] 4 [0|5[5|5] 15 19
9 |Prokop Matad | SOS Svit 0/0/01]0 0 04|55 14 14
Kategoria B
Por.| Priezvisko | Meno |Skola 5/6/7|8|Spolul|5/6|7|8| Spolu 2 | Spolu
1 |Varga Juraj G Kosice |[5|5]/0(0 10 515/0(4 14 24
2 | Polak Patrik |G PreSov [4(4|0]|2 10 514103 12 22
3 |Téthova Katarina |G PreSov [2]0|0|1 3 515/0(4 14 17
3 |Kovac Jakub |G Kosice [3]/0(0|1 4 515112 13 17
5 |Grivalsky |Jakub |SOS Svit [2/0/0/|0 2 51410|5 14 16
6 |Molnar Martin |G KoSice [3]0/0]2 5 51410]1 10 15
7 |Marcinikova | Andrea |SOS Svit [4[0[0]0 4 515/0(0 10 14




Niekol’ko dopravnych uloh

Cesta do Chorvatska
Pri ceste do Chorvatska aj do inych dovolen- g W {
kovych miest sa di pouzit' vel'a roznych ciest. = »

Niektor¢ maji vyhodu v tom, Ze sa su kratSie, / "~ ..,

ale ndro¢nejSie na orientaciu, resp. prechadzaji

\_Székesfehérvar {3

7 £ szombathely

P

velkym mnoZstvom obci, a tak prindsaju nizSiu
priemern rychlost, iné ida viac po dialni-
ciach, ktoré¢ vSak mdézu byt spoplatnené, a tak
na tkor Gspory €asu prinasaji zvySené financné MADARSKO
naklady. Napriklad pri ceste z Bratislavy do
fana

Zéhrebu je mozné pouzit’ dve trasy — prva cez = g
zanres . CHORVATSKO

Csornu, Szombathely a Gorican, druhtl cez
Gyor, Székesfehérvar a Gori¢an. Prva ma dizku Zdroj: auto.sme.sk

290 km, priemerna rychlost’ pohybu auta je na nej 67 km/h, priemerna spotreba auta
je 5,9 litra nafty na 100 kilometrov a na tejto ceste nie su Ziadne spoplatnené useky.
Druh4 cesta ma dizku 398 km, priemerna rychlost pohybu auta je na nej 93,6 km/h,
priemerna spotreba auta je 5,5 litra nafty na 100 kilometrov a dial'ni¢né poplatky sa
vo vyske 7,5 €.

a) Urcte, kol’ko minut trva cesta z Bratislavy do Zahrebu pri ceste prvou trasou

a druhou trasou.
b) Urcte, aké su celkové ndklady na dopravu do Zahrebu a spit’, ak pocitame, Ze

cena jedného litra nafty je 1,32 €.

RieSenie: a) Cas potrebny na prejdenie vzdialenosti vypoditame pomocou vzorca
s : oy oy . , : . ,

t =—, kde ¢ je hl'adany cas, s prejdend vzdialenost’ a v priemerna rychlost” pohybu.
v

Ak uvedieme vzdialenost’ v kilometroch a rychlost’ kilometroch za hodinu, vyjde ndm
vysledok v hodinach. Ked'ze h'adame vysledok v minutach, musime ¢as v hodinach
eSte prendsobit’ konstantou 60 min./h. V naSom pripade dostdvame, Ze prejdenie prvej
trasy trvalo

290 km mi

602 - 560 min.
67 km/h h




Analogicky dostavame, Ze prejdenie druhej trasy trvalo
398 km co ™

602 - 555 min.
93,6 km/h h

Cesta z Bratislavy do Zahrebu trvd 260 minut pri ceste prvou trasou a pri ceste

druhou trasou 255 minut.

b) Pri prvej trase sa pri ceste do Zahrebu spotrebuje 2,9-5,91=17,111 nafty, ¢o
znamena, ze celkové naklady na cestu tam st 17,111-1,32 €/1=22,5852 €. Pri ceste

spat’ budi néklady rovnake, takze celkové naklady na cestu buda
2.22,5852€=45,1704 € =45,17 €.

Pri druhej trase sa pri ceste do Zahrebu spotrebuje 3,98-5,51=21,891 nafty, ¢o
znamend, ze ndklady na naftu na cestu tam st 21,891-1,32 €/1=28,8948 €. K nim
musime priratat’ eSte dialni¢né poplatky vo vyske 7,5 €. Celkova cena jednej cesty je
preto 28,8948 € +7,5€=36,3948 €. Pri ceste spiat’ budi naklady rovnaké, takze
celkové ndklady na cestu budil 2-36,3948 € =72,789 6 € =72,79 €.

Cena dopravy do Zahrebu a spat’ je pri ceste prvou trasou 45,17 € apri ceste
druhou trasou 72,79 €.

Z Bratislavy do Kosic
Navigacné pristroje s v sucasnosti vel'mi rozSirené aj medzi turistami, aj medzi vo-
di¢mi osobnych automobilov. Pri vypocte optimalnej trasy musia brat’ do avahy via-
cero faktorov, ktorymi st napriklad vzdialenost’, maximalna povolena rychlost’ na da-
nom useku Ci typ cesty. Vzhl'adom na potrebu rychleho néjdenia cesty nepouzivaju
navigacné pristroje algoritmy, ktoré zistia optimalnu trasu, ale vystacia si aj s menej
efektivnymi algoritmami, ktoré hl'adaja skoro optimalnu trasu. Medzi zékladné moz-
nosti, ktoré sa daju v pristroji zvolit, je hl'adanie najkratSej cesty, najrychlejSej cesty
a tzv. ekonomickej cesty, ktord kombinuje Co najvysSiu rychlost’” a ¢o najkratSiu
vzdialenost’. V tejto tlohe si zvolime za ekonomické kritérium stcet ¢iselnej hodnoty
vzdialenosti v kilometroch a ¢iselnej hodnoty ¢asu cesty v minttach. Ekonomicky
optimalna bude potom té trasa, ktora bude mat’ toto kritérium najnizsie.
Pri ceste z Bratislavy do KoSic sa pouZzivaji najCastejsie tieto Styri trasy:

A: trasa cez Zilinu, Poprad a PreSov, ktora ma diZku 458 km a prejdete ju za 5 hodin

a 13 minut,
B: trasa cez Budapest’ a Miskolc, ktort prejdete za 4 hodiny 59 minut pri priemerne;j

rychlosti 92,3 km/h,
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C: trasa cez Nitru, Bansku Bystricu, Ruzomberok, Poprad a Presov, ktora ma dizku
456 000 m a ktoru prejdete priemernou rychlost'ou 23,1 m/s,

D: trasa cez Zvolen, Rimavskii Sobotu a Roziavu, ktori prejdete za 5 hodin
a 17 minut pri priemernej rychlosti 76,1 km/h.

a) Uréte najkratsiu trasu z Bratislavy do Kosic a jej dizku.

b) Urcte najrychlejsiu trasu z Bratislavy do KoSic a ¢as potrebny na jej prejdenie.

c¢) Urdte ekonomicky optimélnu trasu z Bratislavy do Kosic, jej dizku a &as potrebny

na jej prejdenie.

RieSenie: Pri vypoctoch chybajucich udajov vyuzijeme znamy vzorec s=v-¢, kde
s je prejdena draha, v priemerna rychlost’ a ¢ ¢as. Pri premene jednotiek vyuzijeme to,
ze Ciselnd hodnota rychlosti v kilometroch za hodinu je 3,6-nasobok ¢iselnej hodnoty
rychlosti v metroch za sekundu ato, Ze kilometer ma 1000 metrov. Postupne

dostaneme tito tabul’ku (tuénym pismom je vyznadena najlepsia hodnota v stipci):

Trasa Vzdialenost’ Cas Priemerna Ekonomické
[km] [min.] rychlost’ [km/h] kritérium
A 458 313 87,8 771
B 459,96 299 92,3 758,96
C 456 329 83,16 785
D 402,06 317 76,1 719,06

a) Najkratsia trasa z Bratislavy do Kosic je trasa D a ma dizku 402,06 km.
b) Najrychlejsia trasa z Bratislavy do KoSic je trasa B a trva 299 minut.
c¢) Ekonomicky optimalna trasa z Bratislavy do Kosic je trasa D, ktorda ma dizku

402,06 km a jej prejdenie trva 317 mintt.

Dialnica

Stavba dialnice je vel'mi finan¢ne néaro¢na c¢innost. Pred niekolkymi rokmi sa
rozsirila dialnica v tseku Bratislava — Trnava z dvoch na tri pruhy v kazdom smere
jazdy. Toto rozsirenie stadlo 36,5 miliona eur. Planovany stav kompletnej prestavby
pocita s dial'nicou so Sirkou 36,5 metra vratane stredového deliaceho pasu. Dial'nica
pozostava zrovnych usekov azakrut. Ak nie je dialnica klopend, pozaduje sa
polomer obluka zakruty minimalne 3,5 km (polomer sa pocita vzhladom na os
dialnice). V pripade vyrazné¢ho klopenia je mozné polomer zakruty pri prejazdove;j
rychlosti 120 km/h skrétit’ az na 725 m.
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a) Uréte, kolko milidnov eur priemerne stalo rozsirenie dialnice v dizke jedného
kilometra v useku Bratislava, Senecka cesta — Trnava.

b) Urcte, akl plochu bude zaberat’ dial'nica vratane stredového pasu, ak neberieme
do uvahy pripgjacie pruhy a pod. Vysledok uved’te v kilometroch S§tvorcovych

s presnost'ou na dve desatinné miesta.
¢) Uréte rozdiel plochy dialnice, ktora pozostava z troch oblikov m
s polomerom 3,5 km, a priamej dialnice s rovnakou dizkou.
RieSenie: a) Dial'nica z Bratislavy do Trnavy sa sklada z dvoch tisekov — Bratislava —
Senec s dizkou 16,8 km a Senec — Trnava s dizkou 19,306 km. Celkova diZka tohto

useku je 36,106 km. Cena za jeden kilometer je potom
36500000 €:36,106 km=1010912,31€/km.

b) Ak predpokladame, ze dialnica je rovnd, dostaneme, ze bude zaberat plochu
0,036 5km-36,106 km =1,32 km*. Ako ukéZe vypocet v Casti ¢, aj po zohl'adneni

zékrut ostava vysledok s presnost'ou na jedno desatinné miesto v platnosti.

¢) DiZku jedného obluka vypoéitame ako diZku polkruZnice s polomerom 3,5 km,
teda %-2 -m-3,5km=3,51 km. Ked'Ze obluky st tri, celkova dizka useku dialnice je

3-3,57km=10,57 km.
Obsah priameho tseku S s touto diZkou je potom
§,=10,57km-0,036 5 km=0,383 25m km”.

Obsah §. zakrivenej Casti dial'nice vypocitame ako trojnasobok rozdielu obsahu

0,036 5 km

polkruhu s polomerom 3,5 km + =3,51825km aobsahu polkruhu

0,036 5 km

s polomerom 3,5 km — =3,48175 km, pretoze polovica Sirky dialnice je

0,036 5km =0,018 25 km a polomer obluka sa pocita prave od stredu dial'nice. Dos-

tavame, Ze plati S, =3- (g (3,518 25km)’ — g (348175 km)zj — 0,383 25 km”.

Ako vidime, je to presne takd ista plocha ako v pripade priamej dial'nice. Preto je
rozdiel 0 km”.

Martin Hrinak
12



To vedel uz Euklides

Uz od c¢ias antickych Grékov sa za dokonalé Cisla povazuju
tie prirodzené ¢&isla, pre ktoré plati, Ze sucet vietkych ich |
prirodzenych delitel'ov sa rovna dvojnasobku dané¢ho ¢isla.
Alebo takto: Prirodzené cCislo n je dokonalé, ak sa rovna
suctu vSetkych svojich vlastnych (t. j. menSich ako n) F{= =
delitel'ov. Napriklad: Cislo 6 (= 1 + 2 + 3) je dokonalé &islo, 1 A
aj 28 (=1 + 2 + 4 + 7 + 14) a496 (preverte si to) st '
dokonalé cisla. Euklides (asi 340 — 287 pred n. 1.) vIX. ,
knihe Zaklady v asti XXXVI dokazal: Ak su postupne od |fa ¥ =
jednotky dané cisla v pomere 1:2, az sa ich sucet stane ;
prvocislom, a ak sa tento sucet vynasobi poslednym z tychto |
Cisel, tak takto vzniknuté ¢islo bude dokonalé.
Naznac¢me si toto tvrdenie na priklade:
(1+2+4+8+16)-16=496(=1+2+4+8+16+31 + 62+ 124 + 248)
~ g - 496 dokonalé ¢islo

31 je prvocislo

Dokézeme vetu: Ak st p aj 2” —1 prvoisla, tak 2/ -(2” —1) je dokonalé &islo.
Nech p je prvocislo. Ak je 27 —1 tiez prvocislo, tak vlastné delitele cisla
27 (27 1) sucisla 1,2, 4,8, ., 277,27 =1, 2:(27 =1), 2-(2" —1), 27 (27 - 1).
Ak ur¢ime sucet vSetkych tychto vlastnych delitelov, dostaneme
(1+2+ 4+ 427" )+ (142444 +277) (20 1) =
= (27 =1)+ (27" =1)-(20 = 1) =1+ (27" 1) |- (27 - 1) = 27" (27 1),
teda je splnena definicia dokonalého &isla 27 -(2” — 1) (vo vypocte sme vyuzili

znamy vzorec pre vypocet suctu clenov geometrickej postupnosti).
Euklides poznal Styri dokonalé Cisla: 6, 28, 496, 8128. Dalsie dokonalé ¢&islo
(33 350 336) objavil asi J. Miiller—Regiomontanus (1436 — 1476). Leonhard Euler

(1707 — 1783) urcil d’alsie tri dokonalé Cisla a dokézal, ze kazdé parne dokonalé ¢islo
ma tvar podla Euklida 2"‘1-(2” —1), kde p aj 2” —1 st prvocisla. Ani dodnes

nevieme, i existuje neparne dokonalé ¢islo, ani ¢i je dokonalych ¢isel kone¢ny alebo
nekonecny pocet.

Dusan Jedinak
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