KoreSpondenc¢na sat’az v Skolskom roku 2016/2017
RieSenia 2. série tloh koreSponden¢nej sut’aze

1. Ak zvi&$ime stranu $tvorca o 30 %, zvidsi sa jeho obvod o 12 m. Aka je dizka

strany povodného Stvorca v metroch?

Rie$enie: Ozna¢me dizku strany povodného §tvorca v metroch ako a. Potom obvod
povodného $tvorca je 4a. Dizka strany zvi&Seného §tvorca je 1,3a a jeho obvod je
4-1,3a=5,2a. Rozdiel obvodov vacsieho a menSieho Stvorca je 5,2a—4a=1,2a.
Tento rozdiel sa rovnd 12 metrom, teda musi platit’ 1,2a =12, teda a=10. Dizka

strany povodného Stvorca je 10 metrov.
2. Zistite, na kol'’ko €asti vieme rozdelit’ trojuholnik dvoma r6znymi useckami.

RieSenie: Ak pretneme nejaky utvar, ktory je tvoreny n ¢astami, useckou, pocet Casti
vzniknutého Gtvaru moéze byt maximalne 2n, pretoze kazda pévodna Cast moze byt
useckou rozdelend na maximalne dve cCasti. Preto jedna useCka modze rozdelit
trojuholnik na maximalne 2 cCasti a dve UseCky rozdelia trojuholnik na maximalne
Styri Casti. To, Ze sa kazdy pocet Casti (1, 2, 3, 4) d4 dosiahnut, 'ahko overime

pomocou nasledujucich obrazkov:

INIXIREN

3. Ngjdite vSetky prirodzené Cisla, ktoré sa po preskrtnuti poslednej cifry zmensSia

Stvornasobne.

RieSenie: Jednociferné prirodzené ¢isla zrejme nevyhovuju, pretoze preSkrtnutim
poslednej Cislice nedostaneme ziadne Cislo (ak by sme ho povazovali za nulu, tak to
nie je prirodzené Cislo, teda ani tato moznost’ nevyhovuje). Ak uvazujeme dvojciferné

a vacsie prirodzené Cisla, mézeme ich zapisat’ v tvare 10a+b, kde a je prirodzené
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&islo a b je cifra (0, 1, ..., 9). Skrtnutim poslednej cifry dostaneme ¢&islo . Potom ma
platit: 10a+b=4-a, odkial dostaneme, ze ma platit 6a+b=0, Co vSak nemoze
platit’, pretoze a je prirodzené Cislo, a teda l'ava strana rovnice bude urcite vicsia ako

0. Preto neexistuju prirodzené Cisla, ktoré by vyhovovali zadaniu ulohy.

4. Styria kamarati sa vazili tak, e sa na vahu postavili vzdy traja. Postupne vazili
155,5 kg, 152,8 kg, 158,1 kg a 157,3 kg. Kol'ko vazia jednotlivi kamarati?

RieSenie: Ak s¢itame vSetky Styri uvedené hmotnosti, dostaneme sucet 623,7 kg.
V filom je hmotnost” kazdého kamarata zapocitana trikrat, pretoze kazdy z nich chybal
v prave jednom vazeni. Preto bude sucet hmotnosti kamaratov 623,7 kg : 3 =207,9 kg.
Odcitanim hmotnosti troch kamaratov od sactu hmotnosti vSetkych Styroch
kamaratov postupne dostaneme, ze hmotnost’ prvého je 207,9 kg— 155,5 kg = 52,4 kg,
hmotnost’ druhého je 207,9 kg — 152,8 kg = 55,1 kg, hmotnost’ tretiecho je 207,9 kg —
— 158,1 kg = 49,8 kg, hmotnost’ Stvrtého je 207,9 kg — 157,3 kg = 50,6 kg.

5. Urcte vSetky trojciferne ¢isla ABC, ktoré sa rovnaju suctu dvojcifernych Cisel 4B,
AC, BA, BC, CA a CB.

RieSenie: Na zdklade zadania ma platit’ nasledujica rovnost’:
1004+10B+C=(104+B)+(104+C)+(10B+ A)+(10B+ C)+(10C + 4)+(10C + B).

Jej upravou dostaneme, ze ma platit’
1004+10B+C=22-(A+B+C).

To znamena, ze C musi byt parne cislo acislo ABC musi byt delitelné
jedendstimi. Na zaklade kritéria delite'nosti jedendstimi vieme, ze A— B+ C musi
byt delitelné jedenastimi. KedZe A4, B, C su cifry, tento vyraz modze nadobudat’
hodnoty len od —8 po 18, a teda to m6zu byt’ len hodnoty 0 a 11.

V prvom pripade plati 4— B+ C =0, teda B= A4+ C. Dosadenim tohto vzt'ahu do
vysSie uvedenej rovnice dostaneme, ze plati

1004+10(A+C)+C=22-(4+(4+C)+C),
1104+11C =444+ 44C,
664 =33C,
24=_C.
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Potom B= A+ C=3A4. Za A teraz postupne dosadime jednotlivé mozné hodnoty
(1, 2, 3, vdcsie uz nie, pretoze potom by B bolo vic¢Sie ako 9) a dostaneme, Ze
rieSenim ulohy su tri Cisla: 132, 264, 396.

V druhom pripade plati A—B+C=11, teda B=A4+C—-11. Dosadenim tohto
vztahu do vysSie uvedenej rovnice dostaneme, Ze plati

1004 +10(A+C~11)+C=22-(4+(4+C~11)+C),

1104+11C—-110=444+44C — 242,
66A4+132=33C,
24+4=C.
Potom B=A+C—-11=34-7. Za A teraz postupne dosadime jednotlivé mozné
hodnoty (1, 2, vd¢Sie uz nie, pretoze potom by C bolo vacsie ako 9) a dostaneme, ze
v tomto pripade uloha nema rieSenie, pretoze hodnoty B vychadzaji zaporné.

RieSenim ulohy st tri ¢isla: 132, 264, 396.

6. Vypocitajte dizku uhloprietky AC v kosostvorci ABCD, ak strana kosostvorca ma
dizku 20 dm a druha uhloprie¢ka BD ma dizku 24 dm.

RieSenie: Oznacme priesecnik uhloprie¢ok ako S.

D C

A B

Ked’ze uhlopriecky sa v kosoStvorci rozpolujt asu na seba kolmé, plati

‘BS|:|BD|:2:12 cm. V trojuholniku ABS plati Pytagorova veta, atak postupne
dostaneme, ze plati:

|4B|" = |BS| +|4S
400 dm® =144 dm’ +|4S

2
s

256 dm? =|4S[",
16 dm =|4S

a teda ‘AC | =2 [AS | =32 cm. Uhloprie¢ka AC v kosostvorci ABCD mé dizku 32 cm.
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7. Rieste rovnicu v realnych &islach: x* ++x+5=5.

Riesenie: Prevedenim x° na pravi stranu dostaneme rovnicu vx+5 =5 —x”, odkial
dostavame podmienku, Ze musi platit x* <5. Umocnenim tejto rovnice dostaneme
(neekvivalentn®) rovnicu x* —10x” — x +20 = 0. Tato rovnicu si rozpiseme ako sucin
dvoch polynomov druhého stupna:

0=x"—-10x7 —x+20=(x2 +ax+b)-(x2 +cx+d),
kde a, b, c, d st redlne ¢isla. Rozndsobenim pravej strany a porovnanim koeficientov

pri zodpovedajicich mocnindch x dostaneme suistavu rovnic

a+c=0,
ac+b+d=-10,
ad + bc = —1,
bd =20.

Z poslednej rovnice budeme hl'adat’ hodnoty b a d medzi celociselnymi deliteI'mi
¢isla 20 a zistime, Ze sustava ma rieSenie a=1,b=-4,c=—-1,d = —5. To znamena, Ze
plati

(x2 +x—4>-(x2 —x—5)=0.

Stac¢i nam vyrieSit’ dve kvadratické rovnice:

<x2 +x— 4) =0,
<x2 -X- 5) =0.

Ich korenmi sa

_ole17 11T

2 2 2 3

X

1+\/i 1—\/5
= > » X, = e

—1+\/ﬁ 1—\/5
2 9

Podmienku x* <5 spiiiaju len dva z nich: x, = X, == SkuSkou

sa presvedc¢ime, ze oba uvedené korene st rieSenim rovnice zo zadania.

8. Stvorec ABCD ma velkost strany 6 cm. Stred strany 4B ozna¢ime ako bod E. Useé-
ky AC a DE rozdelia Stvorec na Styri utvary. Vypocitajte obsahy tychto utvarov.

RieSenie: Oznacme priesecnik tseCiek AC a DE ako S. Trojuholniky ASE a CSD su

podobné podla vety uu, pretoze maji dva rovnaké uhly — uhol pri vrchole S je
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vrcholovy auhly SAE aSCD st striedavé. KedZe
‘AE‘ :|CD| =3cm:6 cm=1:2, buda v rovnakom pome-
re aj ich vysky. KedZe sucet vySok zvrcholu Sna
prislusné strany v oboch trojuholnikoch je 6 cm, bude
mat” vySka z vrcholu § v trojuholniku ASE velkost’ 4
2 cm a vySka z vrcholu S v trojuholniku CDS velkost’
4 cm. Potom pre obsahy trojuholnikov ASE a CDS

dostavame:

A E B

1
1 2

SAAES—X'|AE"VAE— -3cm-2cm=3cm”,
P

1
2
1 >
5-6 cm-4ecm=12 cm”.

1
Sacps = 5"CD"VCD =

. 1 1
Trojuholnik AED ma obsah S, ., = §|AE\ |4D|= 33 cm-6 cm =9 cm’, preto

Sausp = Spuep — Saszs =9 cm’ -3 cm’® =6 cm’.
Napokon vypocitame obsah Stvoruholnika EBCS:
Sescs =S asep — Sasep — Sacps = 36 em’ -9 cm® —12 cm® =15 cm’.

Hl'adané Gtvary maju obsahy 3 cm”, 6 cm®,12 cm” a15 cm®.

9. Nech £ je najmensSie prirodzené Cislo také, ze Cislo k!=1-2-3-...-k je delitené
¢islom 1 000 000. Aky je ciferny stcet Cisla £?

RieSenie: Kede plati 1000000=2°-5°, musi k! obsahovat’ stcet Siestich pitiek
(dvojok bude dost’, pretoze kazdy druhy cCinitel' je delitelny dvomi). NajmensSie
prirodzené ¢isla delite'né piatimi su 5 (1. patka), 10 (2.), 15 (3.), 20 (4.), 25 (5. a 6.).
Ked'ze 25 obsahuje vo svojom prvociselnom zapise dve patky, bude uz &islo 25!

delitelné 5°, a teda bude delitelné aj ¢islom 1 000 000. Ciferny sucet &isla 25 je 7,
a teda aj ciferny sucet Cisla & je 7.

10. Dokazte, 7e ak su M aj M* +2 prvocisla, tak aj M +2 je prvoé&islo.

RieSenie: Ak M nie je prvocislo, potom tvrdenie trividlne plati, lebo ide o implikaciu
s predpokladom, ktory ma pravdivostni hodnotu 0.
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Nech M je prvocislo. Ak je M delitel'né tromi, musi platitt M =3, lebo M je aj pr-
vodislo. Potom M*+2=11, &o je prvocislo, a M>+2=29 je tieZ prvocislo. Teda
tvrdenie plati.

Ak M dava po deleni tromi zvySok 1, mo6zeme ho pisat’ v tvare M =3k +1, kde
k je nezaporné celé Cislo, pretoze M je prvocislo, a teda je véacsie ako 1. Potom

M?+2=(3k+1) +2=3-(3k> + 2k +1),

¢o znamena, ze M’ + 2 ma dva delitele vicsie ako 1, lebo plati
3k + 2k +12>6.
Z toho vyplyva, Zze M +2 nie je prvoéislo. To znamena, Ze predpoklad implikacie
zo zadania ma pravdivostni hodnotu 0, a teda implikécia plati.
Podobne, ak M déava po deleni tromi zvySok 2, moOzeme ho pisat v tvare
M =3k + 2, kde k je nezaporné celé Cislo. Potom plati

M +2=(3k+2) +2=3-(3k> + 4k +2),

¢o znamena, ze M* +2 ma dva delitele vicsie ako 1, lebo
3k* +4k+2>2,
teda M>+2 nie je prvocislo a implikacia ma opit predpoklad s pravdivostnou hod-
notou 0, teda implikécia plati.
Ked'Ze sme vycCerpali vSetky moznosti pre M, tvrdenie je dokazané.

Zadania 3. série uloh koreSpondenc¢nej sut’aze

1. Francuzsky matematik Lucas pripravil nasledujicu hru: na jedenéstich poliach je
5 bielych a 5 ¢iernych figlr. Fighry mozno tahat bud’ na susedné pole (ak je
vol'né), alebo preskocit’ cez jednu figurku na d’alSie volné pole. Biele sa musia

pohybovat’ len doprava, Cierne len dolava.

B | B|B|B|B c|¢c|c¢c|c¢c|c¢

Napiste postup, ktorym dokédzeme vymenit’ Gplne ich pévodné postavenie (biele

figurky budl vpravo a ¢ierne vl'avo).

2. Zoberte si (starSiu) kalkulacku a prezrite si, ako sa na nej zobrazuji jednotlivé
Cislice. Teraz si predstavte, ze sa dve zo siedmich zobrazovacich policok pokazia.

Ktoré to musia byt, aby ste stale dokazali jednoznacne urc€it’, ktora Cislica je ktora?
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3. Na stole je 10 minci, z toho niekol'ko mé na spodnej Casti bielu nalepku. Traja
surodenci Adam, Boris a Cyril sa s nimi raz zac¢ali hrat. Najskor si Adam vybral
tri mince a na papier si zaznacil kol’ko z nich bolo s nalepkou. Potom mince vratil
na ich povodné miesto. Nasledne to isté zopakoval aj Boris a Cyril a pokracovali
dookola. Kazdy si priebezne zaznaCoval, ktoré tri mince uz boli spolu t'ahané
a rovnaky vyber si uz potom nikto nemohol vytiahnut’. Takto sa striedali dovtedy,
kym Adam povedal, Ze uzZ nemoze vyberat’. Pozreli sa na svoje vysledky. Adam
a Boris priznali, Ze nemali pripad, kedy by vSetky tri mince boli bez nalepky. Cyril
sa potom pochvalil s tym, Ze jemu sa na kazdy druhykrat podarilo vybrat’ vSetky

tri bez nalepky. Kol’ko minci malo nalepku?

4. Kolko existuje trojcifernych prirodzenych Cisel takych, ze ich druha aj tretia

mocnina koncia na tu ista Cislicu?

5. Mame tri Skatule. V jednej je jablko, v druhej slivka, v tretej jablko a slivka. Ale
kazda z nich je zle oznacena. MoZeme vytiahnut iba jeden kus ovocia z iba jedne;j

Skatule. Ako zistime, €o je v ktorej Skatuli?

Jablko Slivka Jablko
a slivka

6. V nepriehl'adnej obalke je 100 listkov, na ktorych st napisané prirodzené ¢isla od
1 po 100. Na kazdom je iné ¢islo. Najmenej kol'ko listkov musime so zatvorenymi
o¢ami vytiahnut' z obdlky, aby sme mali istotu, ze sucin vSetkych c¢isel na
vytiahnutych listkoch je delite'ny 4?

7. Na ukazovateli prejdenych kilometrov v aute bolo na Starte pretekov zobrazené
Cislo 10. S tymto autom sme 12-krat absolvovali ten isty okruh a od¢itali stav
ukazovatel'a pri prechode $tartom. Vysledky st v tabulke. Akt dizku ma okruh za
predpokladu, Ze do zaciatku pocitania auto preslo presne 10,75 km? (Ked’ je na
ukazovateli napr. ¢islo 50, dovtedy prejdena vzdialenost’ je aspont 50 km a zaroven

menej ako 51 km).

Okruhy o123 4|56 |7 |89 1011]|12
Kilometre| 10 | 14 | 17 | 21 | 25 | 28 | 32 | 36 | 39 | 43 | 46 | 50 | 54
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8. Do kruznice je vpisany §tvoruholnik, ktorého dve strany maji dizku 12 cm a dve

5 cm, a ktorého uhloprie¢ky maju rozne dizky. Vypoéitajte ich dizky.

9. Dokézte, Ze v trojuholniku ABC pri Standardnom oznaceni plati:

10.

11.

12.

13.

14.

ta+tb+tc>%(a+b+c).

Dokazte, ze ak mame zadanych 9 mrezovych bodov v priestore, potom existuju

aspon dva z nich takeé, ze aj stred tiseCky nimi urcenej je mreZzovy bod.

Zistite, Ci existuje mnozina 4 032 takych prirodzenych ¢isel, ze sucet Cisel I'ubo-

volnej 2 017-prvkovej podmnoZiny tejto mnoZiny nie je delitel'ny ¢islom 2 017.

Nech a, b, ¢ su kladné reélne cisla, ktorych sicin nie je vac¢si ako ich sucet.
Dokazte, Ze potom plati nerovnost’ @’ +5b> +¢* > Vabe.

Postupnost’ {a,} _ je definovana predpisom a,, =3a,—a,, pricom a, =20,

n

a, =30. N4ajdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je 5a,,,a, +1 druhou mocni-

nou celého ¢isla.

Dokazte, ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati nasledujica nerovnost’:
(20” +3n+1) 26" ()’

Termin odoslania rieSeni tloh 3. série: do 5. 6. 2017

RieSenia zasielajte na adresu:

MATMIX

Ing. Mgr. Martin Hrinak
Bratislavska 716/2

900 46 Most pri Bratislave
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Vysledkové listiny po 2. sérii uloh koreSponden¢nej sut’aze

Kategoria Z
Por. | Priezvisko| Meno |Skola PS|1]|2]|3]|4]| Spolu
1 [Pokorny |Matej |ZS Zilina 14(3]0fof5] 22
2 |Stanovsky |Peter ZS Kogice 8 15101215 20
3 |Pila Michal _|ZS Levoca 19]0jofo{o] 19
4 |PopelaS |Matej ZSsMSPalin | 5 |0[0[00 5
4 |Klajpan |Jakub [ZSsMSPalin | 5 [0]0]0]0] 5
Kategoria C
Por. | Priezvisko| Meno |Skola PS|3/4/5/6| Spolu
1 |Ozimak Sebastian |HA Piestany |[14|0|5|3]|1 23
1 |[Sziicsova |Radoslava|SOS Svit 1210]|5|1]|5 23
3 |Kyselova |Barbora |SOS Svit 160(1|0|5] 22
3 |Novotny |Jan G Presov 11(5(2]1]3 22
5 |Varga Tomas G Kosice 1010]5]/0]|5 20
6 |Zavodsky |Branislav |G KoSice 8 10/0/0/0 8
Kategoria B
Por.| Priezvisko | Meno |Skola PS|5/6|7|8|Spolu
1 |Horvath Jakub |G Bratislava 20 14|1]5[|3| 33
2 |Nova Jana G PreSov 15(4|0(5(3] 27
2 |Misik Jan G Kosice 1814|0(5|0| 27
4 | Novotny Peter G PreSov 1813(0|5]0| 26
5 |Farkas Zoltdan |G Dunajska Streda |13 0(0(0|0| 13
6 |Nagy Peter G Kosice 11{0(0]0]0| 11
Kategoria A
Por.| Priezvisko | Meno |Skola PS|7[8/9(10|Spolu
1 |Varga Juraj G Kosice |11(3(2|5|5| 26
2 |Kovac Jakub |G Kosice |10 (3|05 5| 23
3 |Polak Patrik |G PreSov | 7 |3]0(|5|4 | 19
4 | Molnéar Martin |G KoSice | 9 |0|0|5] 4| 18
5 | Tothova Katarina| G PreSov | 6 |0|0|5| 5| 16
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