15. Stanovte posledné dve cifry ¢isla 3%,
16. N§jdite rozne trojice prirodzenych Cisel x < y < z, ktoré st rieSenim rovnice
x-y-z+4=2018.

17. Stanovte ¢iselntl hodnotu vyrazu
1 1 1 1 1
+ + +...+ + :
1-2 23 34 2016-2017 2017-2018

18. Stanovte, kol'ko r6znych Stvoric prirodzenych Cisel x < y < z < ¢ je rieSenim

rovnice x-y-z-t+16=2018.
Dusan Jedinak

KoreSpondencéna sut’az v Skolskom roku 2017/2018
RieSenia 2. série uloh koreSpondencnej sut’aze

1. Sest’ chlapcov bolo na brigade. Peter a Pavol zarobili spolu 1 100 €, Pavol a Jozef
1 700 €, Jozef a Michal 1 100 €, Michal a Jan 3 300 €, Jan a Fero 5 300 €, Fero
a Pavol zarobili 3 200 €. Kol'ko zarobil ktory chlapec na brigade?

RieSenie: Oznacme si sumy, ktoré si chlapci zarobili na brigade, takto: Peter — a,
Pavol — b, Jozef — ¢, Michal — d, Jan — e, Fero — f. Potom dostdvame nasledujicu

sustavu rovnic (Ciselné tidaje predstavuju eurd):

a+b=1100,
b+c=1700,
c+d=1100,
d +e=3300,
e+ f=5300,
£ +b=3200.

S¢itanim prvej, tretej a piatej rovnice dostavame, ze a+b+c+d+e+ f=7500.

S¢itanim vSetkych Siestich rovnic dostdvame, Ze plati
a+3b+2c+2d+2e+2f=15700.

Tto poslednt rovnicu mézeme zapisat’ aj ako
2-(a+b+c+d+e+ f)—a+b=15700.

4



Dosadenim hodnoty 7 500 stuctu jednotlivych neznamych dostavame, ze plati
2-7500—a+hb=15700,
b—a=700.
Sc¢itanim tejto rovnice s prvou rovnicou zo zadania dostaneme, Ze plati
(b—a)+(a+b)=700+1100,
2b=1800
b =900.

To znamend, Ze Pavol zarobil 900 €. Ked’ze Peter a Pavol zarobili spolu 1 100 €,
Peter zarobil 1 100 € — 900 € = 200 €. Ked’ze Pavol a Jozef zarobili spolu 1 700 €,
Jozef zarobil 1 700 € — 900 € = 800 €. Ked’Ze Jozef a Michal zarobili spolu 1 100 €,
Michal zarobil 1 100 € — 800 € = 300 €. Ked’Ze Michal a Jan zarobili spolu 3 300 €,
Jan zarobil 3 300 € — 300 € = 3 000 €. Kedze Jan a Fero zarobili spolu 5 300 €, Fero
zarobil 5300 € —3 000 € =2 300 €.

Celkovo dostavame, ze Peter zarobil 200 €, Pavol 900 €, Jozef 800 €, Michal 300
€, Jan 3 000 € a Fero 2 300 €.

2. Za jednotlivé pismenda dosad’te Cislice 0 az 9 tak, aby platilo nasledujtce sCitanie
(za rozne pismena rozne Cislice):

TWENTY
TWENTY
TWENTY

TEN

TEN
ETIGHTY

Riesenie: Uloha ma jediné riesenie:
123416
123416
123416
134
134
370516

3. Piati kamariati, A, B, C, D a E, maju taky zvyk, ze denne striedaji kravaty. Vzdy si

zoberu th, ktort najdlhSie nemali. Kazdy z nich ma aspoil dve kravaty, priCom ani
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jeden znich ich nema viac ako 11. Ziadny z nich nem4 dve kravaty rovnakej
farby, Ziadni dvaja nevlastnia rovnaky pocet kravat. Uvadzané udaje su
z predchadzajiaceho roka:

e |. decembra mal A modru, B a C Cervent, D zelenu, E 7Itu kravatu.

19. decembra mal D zelent, E zIta, C modra, ostatni dvaja ¢ervenu kravatu.

23. decembra mal D bielu, 26. decembra zItu kravatu.

11. decembra nosili kravaty vo farbach: zIt4, Cervend, modra, zelena a biela.

31. decembra mal kazdy na sebe rovnaku kravatu ako 1. decembra.

Akt kravatu mal na sebe B 1. januéra tohto roku?

RieSenie: To, ze si kamarati vzdy zobert ta kravatu, ktorti najdlhSie nemali,
znamena, Ze kravaty nosia stale v rovnakom poradi, a teda kravatu rovnakej farby
vzdy nosia v rovnakych &asovych rozstupoch (periddach). Dizka tejto periody sa
rovna poctu kravat, ktoré maju. Ked'ze 1. a 31. decembra mali vSetci rovnakt farbu
kravaty, peridda nosenia kravat je ukazdého delitelom cisla 30 (rozdiel 31 a1).
Ked’ze kazdy z nich méa iny pocet kravat, ktory je aspoil 2 a maximalne 11, do ivahy
pripadaju len tieto delitele 30: 2, 3, 5, 6 a 10. Ked’Ze ich je prave 5, tak kazdy z nich
bude poctom kravat prave jedného kamarata.

1. a19. decembra mali rovnaké kravaty B (Cervenu), D (zelenu) a E (zlta). To
znamend, ze ich pocty kravat delia 18 — su to 2, 3, 6. Kedze D mal 23. inu kravatu
ako 26. decembra, nebude ich mat’ 3. Podobne mal D ini kravatu 19. a 23., teda
nemohol ich mat’ ani dve. Preto ma D 6 kravat. Ked'Zze 23. decembra mal na sebe
bielu kravatu, mal ju na sebe aj 11. decembra (rozdiel 12 dni).

Kedze sme uz priradili tri delitele, pre A a C plati, Ze maju 5 a 10 kravat. To
znamena, Ze 11. decembra mali na sebe to isté, ¢o 1. decembra, pretoze je to 10 dni
po 1. decembri. Teda mali modri a Cervenu kravatu. To znamend, Zze B a E mali
11. decembra na sebe zelent a zItu kravatu.

Medzi 31. a 11. decembrom je 20 dni. Ak by mal B dve kravaty, tak 11. decembra
musel mat’ na sebe Cervenu kravatu. Pre B a E vSak ostali len 71ta a zelena kravata,
takze B nemohol mat" 2 kravaty a musel mat 3. Potom mal E dve kravaty
a 11. decembra mal na sebe ta isti ako 31. decembra, teda zItd. To znamena, ze B
mal na sebe 11. decembra na sebe zelenu kravatu. Ked’Ze ma tri kravaty, tak o 21 dni
po tomto dni, teda 1. janudra tohto roka, mal na sebe ti istll — zelena — kravatu.

B mal na sebe 1. januara tohto roku zelent kravatu.



4. Najdite vsetky sedemciferné Cisla zostavené z 'ubovolnych cifier, ktoré sa moézu
opakovat’ s touto podmienkou: ak oznafime zl'ava cifry postupne 4, B, C, D, E, F,
G,takplati: A-B=C,B-C=D,C-D=E,D-E=F,E—-F=0G.

RieSenie: Ak by posledné dve cifry boli 0, tak je celé Cislo 0 a nie je sedemciferné.
Ak by bol sti¢et poslednych dvoch cifier asponi 2, tak 4 by malo hodnotu aspon 10, ¢o
uz nie je cifra (£ bude asponi 2, D asponl 2, C asponl 4, B asponi 6, A aspon 10). To
znamend, ze sucCet poslednych dvoch cifier musi byt 1. Potom vyhovuji len dve
moznosti: 8 532 110 a 5 321 101, ktoré su aj rieSenim nasej tlohy.

5. Sucet cifier trojciferného prirodzeného Cisla x oznaCime y. Urcte hodnotu x, ak

viete, Ze x + y a x — y su také prirodzené ¢isla, ktorych vSetky cifry su rovnaké.

RieSenie: Ked'Zze x je trojciferné prirodzené Cislo, tak hodnota x + y je maximalne
999 + 27 =1 026, takze nepdjde o Stvorciferné ¢islo s rovnakymi ciframi (najmensie
je 1 111). Ak ma trojciferné Cislo vSetky cifry rovnaké, tak je delitelné 111. Ak by
boli x + y ax — y obe trojciferné Cisla delitel'né 111, tak potom ich rozdiel bude
delitelny 111. Tento rozdiel je vSak 2y. Ked’Ze y je ciferny sucet trojciferného ¢isla,
ma hodnotu asponl 1 a maximalne 27. To znamend, Ze 2y ma hodnotu aspon 2
a maximalne 54. V tomto intervale vSak nie je Ziadna hodnota delitelna 111. Preto je
x + y trojciferné Cislo a x — y dvojciferné ¢islo. Ked’ze x — y je dvojciferné ¢islo a y ma
hodnotu maximalne 27, bude mat’ x hodnotu maximalne 126 (99 + 27). Preto je prva
cifra Cisla x jednotka a druha maximdalne 2. Hodnota x + y potom moéze byt jedine
111. Ciferny sucet Cisla x je maximalne 12 (1 + 2 + 9). Preto x — y ma hodnotu 99
(hodnota 88 mdze vzniknut jedine ako 100 — 12, avSak ¢islo 100 ma ciferny sucet 1,
takze hodnotu 88 nemdzeme dosiahnut). VyrieSenim tejto sustavy dvoch linearnych
rovnic s dvoma nezndmymi dostaneme jediné rieSenie: x = 105, , y =6 (potom x + y =
=11lax—y=99).

6. Vlak presiel vzdialenost’ z mesta A do mesta B priemernou rychlostou 56 km/h.
Po 90 mintutach cesty touto rychlostou zo stanice A vlak pol hodiny stal. Aby sa
podl'a stanovené¢ho Casu dostal do stanice B, musel prejst’ zvySnu vzdialenost

priemernou rychlost'ou 63 km/h. Vypocitajte vzdialenost’ miest A a B.



RieSenie: Vlak presiel za 1,5 hodiny vzdialenost 84 km. Vzdialenost' od miesta
zastavenia vlaku do miesta B oznadme s, Cas, za ktory don dorazi, . Potom
dostavame, Ze plati
s =63t,
84+5=56-(2+1).

VyrieSenim tejto ststavy dvoch linearnych rovnic s dvoma neznamymi dostavame,
ze t =4 hod a s = 252 km, teda vzdialenost’ miest A a B je 84 km + 252 km = 336 km.

7. N4jdite vSetky rieSenia nasledujicej rovnice:
x+11 x+9 x+7 x+2017 x+2015 x+2013
T + = + +
2013 2015 2017 7 9 11

RieSenie: Pripocitanim 1 ku kazdému zlomku a Gprave dostaneme ekvivalentnu

rovnicu
x+11+2013+x+9+2015+x+7+2017 _ x+2017+7+x+2015+9+x+2013+11
2013 2015 2017 7 9 1

ktora upravime na tvar

111111)

(x+ 2024)( + b —

2013 2015 2017 7 9 11

- ! + ! —l—l—i<0, musi platit x+2024=0, ateda
2013 2015 2017 7 9 11

jedinym rieSenim tejto rovnice je x = -2 024.

Kedze

8. Di7ka odvesny pravouhlého trojuholnika je 3 cm, polomer vpisanej kruZnice je
1 cm. Vypocitajte jeho obsah.

RieSenie: Ozna¢me trojuholnik 4BC tak, aby vrchol C B
bol pri pravom uhle adizka strany BC bola 3 cm. T,

Ozna¢me body dotyku vpisanej kruznice sobvodom

trojuholnika ako 7}, 75, T3 ako na obrazku. Potom C7S7; T, \ S

je Stvorec (ked’Ze ma tri pravé uhly, aj Stvrty uhol musi c = '\
byt pravy). KedZe polomer vpisanej kruZznice je 1 cm, !
plati ‘CT1|:|CT2|:1 cm. Ked'ze BT, a BT5 su spolo¢né doty¢nice k tejto vpisanej

kruznici, plati ‘BT3| = |BT2] =3 cm —1cm=2 cm. Analogicky dostaneme, Ze plati aj



‘AT1|=|AT3]:xcm. Potom si moéZeme vyjadrit dizky odvesien pomocou x:

|AC|=(1+x) cm,

AB| = (2 + x) cm.
V trojuholniku ABC plati Pytagorova veta: ‘AC |2 + |BC |2 = |AB|2. Dosadenim
vysSie uvedenych vyjadreni dostaneme, ze plati
(1+x) +3*=(2+x)".
VyrieSenim tejto rovnice dostaneme, ze x = 3 cm, a teda obsah trojuholnika ABC je

3cm-4cm
2

=6cm”’.

9. Dana je mnozina A vSetkych prirodzenych ¢&isel, ktoré davaju po deleni Cislom 18
zvySok 2, a mnozina B vSetkych prirodzenych ¢isel, ktoré davaji po deleni Cislom
19 zvySok 1. Urcte pocet vSetkych prirodzenych cisel, ktoré patria do prieniku

tychto dvoch mnozim a st mensie ako 100 000.

RieSenie: Prvky mnoziny 4 m6Zeme zapisat’ v tvare 18a + 2, kde a je nezaporné celé
Cislo, prvky mnoziny B mézeme zapisat' v tvare 19 + 1, kde b je nezdporné cel¢
Cislo. Ak patri nejaké ¢islo do prieniku mnozin A4 a B, musia existovat’ také nezdporné
celé Cisla aab, ze plati 18a+2=19h+1. Upravou tejto rovnice a pripo&itanim
a k obom jej stranam dostavame, ze plati 19a—1956=a—1. To znamena, ze Cislo
a—1 je delitel'né 19, teda existuje také nezéporné celé Cislo k, Ze plati a —1=19%.
Potom hl'adané prvky prieniku mnozin 4 a B majt tvar 18-(19k + l) +2=342k +20.
Ked'ze tieto Cisla davaju po deleni 19 zvySok 1, ide onutnil aaj postacujicu
podmienku. NajmenSie Cislo tohto tvaru je 20 (k = 0), najvicsie Cislo tohto tvaru je
99 884 (k=292). Celkovy pocet tychto ¢isel je preto 293.

10.Nech x a y st reélne Cisla vac¢sie ako 1. Nech a oznacuje logaritmus x pri zaklade y

a b oznacuje logaritmus y pri zaklade x. Najdite minimalnu hodnotu suctu a + b.

log x

ab=log y= logy. KedZze x ay
log y log x

s redlne Cisla vacsie ako 1, ¢isla a a b su kladné. Potom pre ne plati nerovnost’ medzi

Riesenie: Zo zadania mame, Ze a=log, x=

aritmetickym a geometrickym priemerom: a+b>2-+/ab. Po dosadeni vyjadreni

a a b pomocou x a y dostaneme, Ze plati



logx_'_logyzz. logx_logyzz’
logy logx logy logx
teda minimalna hodnota stctu a + b je 2. To, Ze tito hodnotu vieme dosiahnut’, si

overime napriklad pre x =y =10. Potoma=b=1aa+ b=2.

11. Fibonacciho postupnost’ {Fn}::o je definovana tak, ze pre jej Cleny plati
F,=F=1akF

n+l

=F + F _, pre vSetky prirodzené Cisla n. Dokazte, Ze pre kazdé

prirodzené Cislo k existuje ¢len tento postupnosti, ktory kon¢i aspont & nulami.

RieSenie: Nech je k pevné. OznaCme a, = F, (mod 10"). Pre tato postupnost’ taktiez

plati a,,, =a,+a,,. Uvazujme dvojice (a ;a ) Kazda takato dvojica jednoznacne

n2 “n-1
(e}

definuje postupnost’ {an }n_]. Ked’ze existuje len kone¢ne vel'a moznosti (10*) pre

hodnoty dvojic (an;an_l), postupnost’ dvojic {(a ;a )}:)=1 musi byt periodicka.

nd n-l

Ked'ze (al; ao) = (1; 1), existuje nekonecne vel'a prirodzenych Cisel n, pre ktoré plati
(an; an_l) =(;1). Potom ale a,,=0, takze existuje nekonetne vela takych
prirodzenych cisel n, pre ktoré plati O=a,_,=F, (molek). Ked’Ze Fibonacciho

postupnost’” obsahuje len kladné ¢&isla, naSli sme nekonecne vela jej Clenov

s pozadovanou vlastnost'ou.

12. Nech a, b, ¢ su kladné realne Cisla, ktorych sucin nie je vacsi ako ich sucet.

Dokézte, e potom plati nerovnost’ @ + 5> + ¢* > \[3abc.

RieSenie: Vieme, ze pre Cisla a, b, ¢ plati a+ b+ c > abc a zaroven, ze plati
(a+b+cf =3(a>+b>+¢")=—(a—b) —(b—c) —(c—a) <0.
Potom plati
3((12 +b*+ 02) > (a+ b+ 0)2 > (abc)z.
. 2 2 2 . . 2

Ak by platilo a®+b* +c* <+3abe, potom by platilo aj 3v3abe>(abc)’, teda
343 > abc. Na zaklade nerovnosti medzi aritmetickym a geometrickym priemerom
vieme, Ze plati a® +b* +c* > 33/(abc)’.
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Potom plati aj ~/3abe > a® +b* +¢* > 33(abe)’, teda abe >3+/3, &o je spor s tym,

ze ma platit’ 33 >abc. Preto bol nés predpoklad nespravny a musi platit
a’ +b* +c* >[3abe.

=3a

n+l n_ n—1°

13. Postupnost’ {a,} je definovana predpisom a pricom g, =20,

a, =30. Najdite vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré je 5a,,,a, +1 druhou mocni-

nou celého ¢isla.

RieSenie: Matematickou indukciou dokazeme, Ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati

S5a,a,+1= (an +ad,, )2 +501. Pre n = 1 tvrdenie plati:

Sa,a,+1=5-30-20+1=3001=2500+501= 50" + 501 = ( + ) +501.
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre nejaké n — 1. Vieme, Ze plati

a,,=3a,—a, . Potom plati aj 5a,=2a,+a, +a, _,. Vynadsobenim oboch stran

n+l
rovnosti vyrazom a,,, —a,_, dostavame, Ze plati

Sa, -(anJrl —an_l)z (2an +a,,, + an_l)-(an+1 — @, ) 2aa, . —2aa  +a. —a.,.

n"n+l n_n-1 n

Na  zéklade  indukéného  predpokladu  predpokladame, Zze  plati

2 . w7 4 4 r )24
Saa,  +1= (an .3 an_l) +501. Pripocitanim tohto vyrazu k obom strandm vysSie

n"n—1

uvedenej rovnice dostavame, ze plati

Sa, -(an+1 - an_l)+ Saa, +1=2aa . —2aa  +a,—a _ +a +2aa,  +a_+50l,

n"n+l n"n-1

Saa,. +tl=a ., +2aa +a3+501=(aﬂ+a )2+501,

n"n+l nn+l n+l

a teda sme tvrdenie dokazali matematlckou indukciou.

Vieme, Ze rozdiel druhych mocnin dvoch za sebou iducich prirodzenych Cisel sa

rovnd ich suétu. Preto m® + 501 nemodze byt druhou mocninou prirodzeného &isla pre

m>250. Matematickou indukciou ahko nahliadneme, Ze postupnost {a,}

je
rastica aze a,=70,a,=180,a,=470, takZze nam staci preskimat’ len hodnoty
mensie ako 4. Pre n = 1 dostavame, Ze plati 5a,a, +1=3 001, ¢o nie je druhou mocni-
nou celého Cisla. Pre n = 2 dostavame, Ze plati 5a,a, +1=10501, ¢o nie je druhou
mocninou celého &isla. Pre n = 3 dostavame, Ze plati Sa,a, +1=63001=251, &o je

druhou mocninou celého Cisla, a teda jedinym rieSenim ulohy.
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14. Dokézte, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati nasledujtica nerovnost’

(20” +3n+1) 26" ()’

) 1
RieSenie: Vieme, ze plati 1’ +2*+...+n° = gn(n +1)(2n+1). Predelenim oboch

stran rovnosti kladnym Cislom 7 apouzitim nerovnosti medzi aritmetickym
a geometrickym priemerom dostadvame, Ze plati:

2 +3n+1 1>+2°+...+n >
= >822 = gl(n)).
. (n!)

6
Umocnenim na n-ti dostdvame pozadované tvrdenie.

Zadania 3. série uloh koreSpondenc¢nej sut’aze

1. Milosa sa pytali, kol'ko zZiakov je v ich triede. Odpovedal: ,,Ak zvicSime pocet
ziakov naSej triedy o 100 % a potom pridame eSte polovicu poctu ziakov triedy,

dostaneme 100.“ Kol'ko ziakov je v Milosovej triede?

2. NaSe digitadlne hodinky ukazuju hodiny a minuty (sekundy neukazuja). Kol'ko
¢asu ubehne od polnoci, kym ukazu 23-krat Cislicu 2? (Ukézat’ Cislicu znamena, ze
v danej minlte je zobrazena na hodinkdch na jednej zo Styroch pozicii, teda
napriklad od 19:59 po 20:10 (vratane) je dvojka zobrazena 12-krat.)

3. Bazén na kupalisku je dlhy 50 m a Siroky 12,5 m. Na plane mesta je znazorneny

ako obdiznik s obsahom 1 cm’. Uréte, v akej mierke je plan mesta.

4. Aby sme si mohli pripravit’ pukance, je potrebné na jar zasiat’ na polia semena ku-
kurice pukancovej. Jeden kilogram kukuriénych zin ich obsahuje priblizne
6 500 kusov. Hustota porastu kukurice je 80 000 rastlin na jeden hektar pola. Pri
siati treba brat’ do uvahy aj to, Ze nie vSetky zasadené zrna vyklicia, takze dobry
pol'nohospodar vyseje priblizne o 15 % zfn viac oproti o¢akdvanému poctu rastlin.
Na siatie kukurice ma k dispozicii sejaku, ktord naraz seje v pasoch Sirokych
5 metrov. Ked’Ze sa pohybuje po poli, jej priemerna rychlost’ je 4 km/h. Cas
potrebny na otaCanie sejacky na konci pola je uz zahrnuty v jej priemernej
rychlosti. Kolko kukurice pukancovej ma dobry pol'nohospodar kupit’, ak chce
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