
POLYNÓMY I. 
 

1. Úvod 
 

Úlohy o polynómoch tvoria ďalšiu veľmi rozšírenú skupinu úloh. Vo viacerých 
úlohách sa dajú veľmi elegantne využiť vlastnosti vhodných polynómov, aj keď to na 
prvý pohľad nie je zrejmé. V nasledujúcich kapitolách si najprv pripomenieme 
niekoľko základných pojmov a poznatkov z tejto oblasti a potom sa budeme zaoberať 
riešením konkrétnych úloh.  
 

2. Základné vlastnosti polynómov 
 

Polynómom (mnohočlenom) premennej x nazývame výraz 
( ) 01

1
1 axaxaxaxP n

n
n

n ++++= −
− K , 

kde 0N∈n  a naaa ,,, 10 K  sú reálne čísla. Čísla naaa ,,, 10 K  sa nazývajú koeficienty 
polynómu, výrazy i

i xa  sa nazývajú členy polynómu, člen 0a  sa nazýva absolútny 
člen polynómu ( )xP . Ak v ďalšom texte nebude polynóm presnejšie špecifikovaný, 
budeme predpokladať, že ho máme zapísaný v uvedenom tvare. 

Ak 0≠na , hovoríme, že polynóm ( )xP  je stupňa n, ozn. ( ) nxQ =st .  
Polynóm, ktorého všetky koeficienty sú nulové, sa nazýva nulový polynóm. 

Jeho stupeň definujeme na prvý pohľad trochu netradične: −∞=0st . 
Ak existuje také reálne (komplexné) číslo a , že platí ( ) 0=aP , hovoríme, že a 

je koreňom polynómu ( )xP . Hovoríme, že číslo c je k-násobným koreňom polynómu 
( )xP , ak je k najväčšie prirodzené číslo, pre ktoré platí  ( ) ( )xPcx k− . 

 
Uvedieme niekoľko dôležitých viet o polynómoch: 
 

Veta 1.  (O delení so zvyškom) Nech ( )xP  a ( )xQ  sú polynómy, pričom ( )xQ  nie je 
nulový polynóm. Potom existuje práve jedna dvojica polynómov ( )xR , ( )xS  taká, že 
platí  

( ) ( ) ( ) ( )xSxQxRxP +⋅= . 
Pritom buď ( ) 0≡xS , alebo ( ) ( )xQxS stst < . 
 

Ukážeme si metódu delenia polynómov na konkrétnom príklade. Zvoľme si  
polynómy nasledovne:  

( ) 3442 234 −+−+= xxxxxP , 
( ) 22 −+= xxxQ . 

Postup pri delení polynómov je takýto: Najprv vydelíme členy polynómov 
( )xP  a ( )xQ , ktoré obsahujú najvyššiu mocninu premennej x. Tento podiel si zapí-

šeme vpravo (v našom príklade 224 : xxx = ) – bude to člen polynómu ( )xR  



s najvyššou mocninou. Týmto členom teraz vynásobíme polynóm ( )xQ  (u nás 
( ) 23422 22 xxxxxx −+=−+⋅ ) a výsledný polynóm odčítame od polynómu ( )xP . 

Tento polynóm si môžeme označiť ( )xP1  (v tomto príklade ( ) 342 23
1 −+−= xxxxP ). 

Tento postup opakujeme ďalej, až kým stupeň polynómu ( )xPk , ktorý postupne vzni-
ká na ľavej strane, nebude menší ako stupeň polynómu ( )xQ  (v príklade sme sa za-
stavili, keď sme získali polynóm ( ) 993 −= xxP ). Tento polynóm bude hľadaný poly-
nóm ( )xS . Polynóm ( )xR  máme zapísaný na pravej strane. 
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Môžeme teda napísať, že  
( ) ( ) ( )99233442 22234 −+−+⋅−+=−+−+ xxxxxxxxx . 

 
Veta 2. (Bezoutova veta) Zvyšok po delení polynómu ( )xP  polynómom ax −  sa 
rovná ( )aP . Polynóm ( )xP  je deliteľný polynómom ax −  práve vtedy, keď číslo a je 
koreňom polynómu ( )xP . 
 
Veta 3. (Základná veta algebry) Každý polynóm stupňa aspoň 1 s komplexnými 
koeficientmi má aspoň jeden komplexný koreň.  
 
Dôsledok: Každý polynóm ( )xP  stupňa 1≥n  s komplexnými koeficientmi má práve 
n komplexných koreňov nxxx ,,, 21 K , pričom každý koreň počítame s jeho 
násobnosťou a platí  

( ) ( )( ) ( )nn xxxxxxaxP −−−= K21 . 
 

Veta 4. (Veta o rozklade polynómu nad R) Každý nenulový polynóm ( )xP   
( ) 01

1
1 axaxaxaxP n

n
n

n ++++= −
− K , 

kde N∈n  a naaa ,,, 10 K  sú reálne čísla, sa dá nad poľom reálnych čísel rozložiť na 
súčin lineárnych a kvadratických činiteľov 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) lk
lkn cxcxcxxxxxxxaxP

βββααα 222
2

22
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2121 +⋅⋅+⋅+⋅−⋅⋅−−= KK , 
pričom ( ) nlk =+++⋅++++ βββααα KK 2121 2 , ix  je reálny koreň násobnosti iα  
a  lccc ,,, 21 K  sú kladné reálne čísla. 

 



Veta 5. Nech ( ) 01
1

1 axaxaxaxP n
n

n
n ++++= −

− K  je polynóm s celočíselnými ko-

eficientmi a q
p  je racionálne číslo, kde p je celé číslo, q prirodzené číslo a p, q sú ne-

súdeliteľné čísla. Nech q
p  je koreňom polynómu ( )xP . Potom p delí 0a  a q delí na . 

Navyše mqp −  delí ( )mP  pre ľubovoľné celé m. Špeciálne qp −  delí ( )1P  a qp +  
delí ( )1−P . 
 
Dôkaz: Každý koreň polynómu ( )xP  je riešením rovnice ( ) 0=xP . Dosadením 

q
px =  a prenásobením kladným číslom nq  dostávame rovnicu 

00
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1
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1 =++++ −−
−

nnn
n

n
n qapqaqpapa K . 

V tejto rovnici sú všetky členy okrem n
n pa  deliteľné číslom q. Preto q delí n

n pa . 
Keďže sú p a q nesúdeliteľné, musí q deliť na . Analogicky dostaneme, že p delí 0a . 
Rozviňme si teraz polynóm ( )xP  podľa mocnín mx − : 

( ) ( ) ( ) ( ) 01
1

1 cmxcmxcmxaxP n
n

n
n +−++−+−= −

− K , 
kde koeficienty 120 ,,, −nccc K  sú celé čísla (lebo m je celé číslo). Zároveň platí 

( )mPc =0 . Ak dosadíme 
q
px =  a prenásobíme celú rovnicu kladným číslom nq , 

dostaneme 
( ) ( ) ( ) 001

1
1 =+−++−+− −
−

nn
n

n
n qcmqpcmqpcmqpa K . 

Odtiaľ dostávame, že mqp −  delí nqc0 . Keďže p a q sú nesúdeliteľné, potom sú aj 
čísla mqp −  a q nesúdeliteľné. Preto mqp − delí 0c . Keďže ( )mPc =0 , dostávame, 
že mqp −  delí ( )mP , čo je dokazované tvrdenie. � 
 
Veta 6. Nech ( )xP  a ( )xQ  sú polynómy stupňa n a platí ( ) ( )aQaP =  pre 1+n  
rôznych čísel. Potom sa polynómy ( )xP  a ( )xQ  rovnajú. 
 
Veta 7. Nech ( )xP  je polynóm s celočíselnými koeficientmi, Z∈ts, . Potom ts −  
delí ( ) ( )tPsP − . 
 
Príklad 2.1. Zistite súčet koeficientov polynómu  

( ) ( )2005842 54321 xxxxxP −+−+= . 
 
Riešenie: Uvažujme polynóm ( )xP  vo všeobecnom tvare 

( ) 01
1

1 axaxaxaxP n
n

n
n ++++= −

− K . 
Ak dosadíme 1=x , dostávame, že ( ) 011 aaaaP nn ++++= − K , čo je súčet 

koeficientov polynómu ( )xP . Preto sa hľadaný súčet rovná ( ) ( ) 111 2005 −=−=P . � 
 



Príklad 2.2. Nech ( )xP  je polynóm aspoň prvého stupňa s celočíselnými koeficien-
tmi. Potom v postupnosti ( ) ( ) ( )K,2,1,0 PPP  je nekonečne veľa zložených čísel. Do-
kážte. 
 
Riešenie: Nech ts,  sú celé čísla a n prirodzené. Na základe vety 7 vieme, že ts −  
delí ( ) ( )tPsP − . Vieme, že ( )xP  každú hodnotu nadobúda len konečne veľakrát. 
Preto existujú také N∈m  a 1, ±≠∈ kk Z , pre ktoré platí ( ) kmP = . Všímajme si 
čísla tvaru mjks += , kde Z∈j . Potom ( ) ( )mPsP −  je násobkom jkms =− , teda 
aj čísla k. Keďže ( ) kmP = , tak nevyhnutne ( )sP  je násobkom k. Medzi všetkými 
číslami tvaru mjks +=  len pre konečne veľa z nich môže ( )sP  nadobúdať hodnotu 
k alebo k− . Potom všetky ostatné sú zložené, a tým je tvrdenie úlohy dokázané. � 
 
Príklad 2.3. Nech ( ) 01

1
1 axaxaxaxP n

n
n

n ++++= −
− K  je polynóm s celočíselný-

mi koeficientmi naaa ,,, 10 K  a nech existujú štyri reálne čísla, také, že ( )xP  v nich 
nadobúda hodnotu 7. Dokážte, že neexistuje také celé číslo m, pre ktoré by platilo 
( ) 9=mP . 

 
Riešenie: Nech ( ) ( ) ( ) ( ) 7==== dPcPbPaP . Označme ( ) ( ) 7−= xPxQ . Potom 
( )xQ  má štyri rôzne reálne korene dcba ,,, . Teda existuje taký polynóm ( )xR  s 

celočíselnými koeficientmi, že platí  
( ) ( )( )( )( ) ( )xRdxcxbxaxxQ −−−−= . 

Predpokladajme, že existuje také celé číslo m, pre ktoré platí ( ) 9=mP . Potom 
( ) ( ) 27 =−= mPmQ . Z toho dostávame 

( ) ( )( )( )( ) ( )mRdmcmbmammQ −−−−==2 . 
Ľavá strana predstavuje súčin piatich celých čísel, pričom aspoň štyri z nich sú rôzne 
( dmcmbmam −−−− ,,, ). To nie je možné, lebo 2 má len štyri delitele 2,1 ±±  a 
maximálne jedno z nich sa môže rovnať 2± . Teda neexistuje celé číslo 
s požadovanou vlastnosťou. � 
 
Príklad 2.4. Nájdite všetky polynómy ( )xP , pre ktoré platí rovnosť 

( ) ( ) ( ) ( )xPxxPx 123 +=+−  
pre všetky reálne čísla x. 
 
Riešenie: Zvoľme 3=x . Dostávame tak ( ) 03 =P , čo znamená, že existuje taký 
polynóm ( )xP1 , pre ktorý platí  

( ) ( ) ( )xPxxP 13−= . 
Po dosadení a upravení pre 3≠x  dostávame  

( ) ( ) ( ) ( )xPxxPx 11 121 +=+− . 
Teraz zvolíme 1=x . Dostávame tak ( ) 011 =P .  To znamená, že existuje taký 
polynóm ( )xP2 , pre ktorý platí  



( ) ( ) ( )xPxxP 21 1−= . 
Dosadením a upravením dostávame  

( )( ) ( ) ( )( ) ( )xPxxxPxx 22 11211 +−=++− . 
Z toho pre 1±≠x  máme  

( ) ( )xPxP 22 2 =+ . 
Keďže ( )xP2  je polynóm, musí existovať také c, že ( ) cxP =2  pre všetky reálne x. 
Z toho dostávame 

( ) ( )( )cxxxP 31 −−= , 
kde c je ľubovoľné reálne číslo. � 
 
Príklad 2.5. Pre čísla R∈cba ,,  platí ba ≠  a abcbac 3333 ++= . Dokážte, že 

bac += . 
 
Riešenie: Označme  

( ) 333 3 baabxxxF −−−= . 
Platí ( ) 0=+ baF , a teda ba +  je koreňom polynómu ( )xF . Keďže ( ) 0=cF , stačí 
dokázať, že ( )xF  má jediný reálny koreň. Pretože delením dostávame  

( ) ( )[ ] ( )[ ]222 babaxbaxbaxxF +−++++−= , 
stačí ukázať, že trojčlen ( ) 222 babaxbax +−+++  má v prípade ba ≠  záporný 
diskriminant. To je ale jasné, lebo platí ( ) 03 2 <−−= baD . Preto musí platiť 

bac += . � 
 

Príklad 2.6. Nech ( )xP  je polynóm n-tého stupňa s n reálnymi koreňmi, medzi 
ktorými je aj 3 2 . Potom je aspoň jeden koeficient polynómu ( )xP  iracionálny. 
 
Riešenie: Predpokladajme, že polynóm ( )xP  má len racionálne koeficienty. Potom 
existujú polynómy ( )xQ  a ( )xT  s racionálnymi koeficientmi, pre ktoré platí 

( ) ( ) ( ) ( )xTxQxxP +−= 23 , 
pričom stupeň polynómu je maximálne 2. 
Dosadením 3 2=x  dostávame 

( ) ( ) ( ) ( )3333 222.020 TTQP =+== . 
To znamená, že 3 2  je koreňom polynómu ( )xT . Keďže ( )xT  má racionálne 
koeficienty, tak nemôže byť lineárny. Predpokladajme, že ( )xT  je stupňa 2. Potom na 
základe vzorcov na výpočet koreňov kvadratickej rovnice máme, že jeho reálne 
korene majú tvar cba + , kde a, b a c sú racionálne čísla, 0>c . Preto dostávame 
rovnicu 

3 2=+ cba . 

Keďže 3 2  je iracionálne číslo, musí byť aj c  iracionálne číslo a 0≠b . 



Umocnením oboch strán rovnice na tretiu (ekvivalentná úprava) dostávame rovnicu 
( ) 2332 32 acbaccbba −−=⋅+ . 

Za predpokladu 032 ≠+ cbba  dostávame, že  

32

23 32
cbba
acbac

+
−−

= , 

teda c  je racionálne číslo, čo je spor s vyššie spomenutým. Ostala nám posledná 
možnosť  

032 =+ cbba . 
Keďže 0≠b , predelením b dostávame rovnicu  

022 =+ cba . 
Avšak 02 ≥a , 02 >b  a 0>c , teda táto rovnica nemá riešenie. Preto polynóm ( )xT  
nie je stupňa 2.  
Ostala posledná možnosť ( ) 0≡xT . Potom dostávame pre ( )xP  vyjadrenie 

( ) ( ) ( )xQxxP 23 −= . 
Vzhľadom na to, že polynóm 23 −x  má len jeden reálny koreň, má polynóm ( )xP  
maximálne 2−n  reálnych koreňov, čo je spor s predpokladom v zadaní. Preto ( )xP  
nemôže mať všetky koeficienty racionálne. 

 
Martin Hriňák 


