RieSenia sat’aznych uloh 2. série

1. Alibaba stoji s velkym meScom minci v rohu prazdnej pravouhlej jaskyne s roz-
mermi mxn poliCok zafarbenej Sachovnicovym spdsobom. Z 'ubovol'ného po-
licka moZe urobit’ krok na 'ubovol'né zo Styroch susediacich policok (ale nie po
uhlopriecke). Pritom musi bud’ polozit’ 1 mincu na dané policko, alebo si jednu
mincu vziat, ak tam mince si. Je mozné, aby sa Alibaba pohyboval po jaskyni
tak, aby na Ciernych poli¢kach ostalo po jednej minci a na bielych mince neboli?

RieSenie: Najprv si uvedomime, Ze ak jaskyna pozostdva len z jedného Cierneho po-
licka, Alibaba tuto ulohu splnit’ nemoéze. Ak mé vacsiu jaskyiu, opiSeme postup, ako
sa to da urobit. KedZe sa Cierne a biele policka pravidelne striedaju, moze prejst’
vSetky policka Sachovnice — jeho cesta bude mat’ tvar hada — prejde cely riadok, na
jeho konci prejde do d’alSieho riadku a pdjde opacnym smerom atd’. Na zaciatku stoji
na polic¢ku, kde minca nie je. OpiSeme postup, ako prejst’ za sebou iduce prazdne po-
licka poZzadovanym spdsobom, ak mame k dispozicii eSte aspont 4 miesta. Oznacme
siich A, B, C, D, Alibaba stoji na A. Ak je A biele, priCom tam minca nie je, tak uro-
bi krok na B, polozi mincu, urobi krok na C, polozi mincu, urobi d’alsi krok na D,
polozi mincu, vrati sa na C, zoberie mincu, pride na D a zoberie odtial’ mincu. Teraz
je na policku D, ktoré je Cierne a nie je na nom minca. Pocet spravne oznackovanych
policok (znamena to, Ze na tieto policka sa uz nebudeme vracat’ az na jednu vynimku
na konci) stipol o2 (jedno biele a jedno Cierne). To, aby na bielom poli¢ku minca
nebola, vie zabezpecit, lebo ak na zaciatku stoji na bielom, tak tam minca nie je, ak
stoji na bielom po ukonceni jednej série krokov, tak ak pdjde podla tohto algoritmu,
tak tam tiez minca nebude. Ak by bolo A ¢ierne a nebola na niom minca, tak pdjde na
B, polozi mincu, p6jde spat’ na A, polozi mincu, ide na B, zoberie mincu. Teraz je na
bielom policku, pricom tam minca nie je. Zaroven stipol pocet policok, ktoré st uz
v pozadovanom stave, o jedno ¢ierne policko. Takto postupuje, az kym sa nedostane
do situécie, ze do konca Sachovnice su max. 3 policka (D, E, F). Ak je D biele, ide na
E, poloZi mincu a kon¢i. Ak st policka 3 a D je ¢ierne, potom ide na E, polozi mincu,
ide na F, poloZi mincu, vrati sa na E, zoberie mincu, ide na D, polozi mincu a koniec.
Ak je situécia, ze D je Cierne a E tam je alebo nie je, tak sa vratime o jedno kolo spét’,
¢o bola situacia, ked’ sme mali policka A, B, C, D, Alibaba bol na A, A je biele. Tu sa
postup trochu zmeni — z A p6jde na B, polozi mincu, p6jde na C, polozi mincu, vrati
sa na B, zoberie mincu, vrati sa na C, zoberie mincu, pdjde na D, polozi mincu
a skonc¢i. Takto sme vycCerpali vSetky mozZnosti, ktoré moéZu nastat’.

Komentar a bodovanie: Ak ste zabudli na Specidlny tvar, ked’ mé jaskyna tvar jed-
ného ¢ierneho policka, stratili ste 1 bod. Ak ste uviedli rieSenie, ktoré bolo na kon-
krétnom priklade a bolo tam vidiet’ isty systém, mohli ste ziskat’ 1 az 2 body. Ak ste
zabudli rozobrat’ koncové pokryvanie, stratili ste 2 body.



2. Z kocky rozmerov 3x3x3 sme vybrali stredni kocku a osem vrcholovych ko-
ciek. Je mozné postavit’ tento utvar zo Siestich hranolov s rozmermi 3 x1x1?

RieSenie: RieSenie je na obrazku:

A

3. Vjazere plava jablko — dve tretiny st pod vodou ajedna tretina nad vodou.
K jablku priplavala ryba a priletel vtak a zacali ho v rovnakom Case hryzt. Vtak
jablko hryzie dvakrat rychlejSie ako ryba. Aku ast’ jablka zje ryba a aka vtak?

RieSenie: Poloha jablka v tomto priklade nehra Ziadnu ulohu vzhl'adom na to, Ze kym
eSte jablko nie je uplne zjedené, tak ista Cast’ je vzdy nad vodou a istd pod vodou. Do-
lezitym je len pomer rychlosti jedenia vtdka a ryby. Ked’Ze tento pomer je 2:1, tak aj
pomer zjedenych cCasti jablka bude v tomto istom pomere. Preto vtak zje dve tretiny
jablka a ryba jednu tretinu.

Komentar a bodovanie: Za rieSenie vyuzivajuce konkrétne Cisla a za priblizné rie-
Senia ste ziskali maximalne 1 bod. Za nedostato¢né zdovodnenie toho, ako z pomeru
rychlosti vyplyva pomer zjedenych Casti, ste stratili 1-2 body. Ak ste vo svojom rie-
Seni sCitavali nekonecné rady, tak si treba davat’ pozor na to, ¢i tie rady maji konecné
sucty, lebo inak nema vyznam dva takéto rady odc¢itavat. Za opomenutie tivah ohla-
dom velkosti spominanych suctov ste stratili 1 bod.

4. V stvorci ABCD oznaéme E, F stredy stran AB, DA. Dokazte, Ze usecky CE, CF
delia uhloprie¢ku BD na tri zhodné cCasti.

RieSenie: V trojuholnikoch ABC a ACD su usec¢ky EC, FC D C

taznicami. Oznacme prienik useCky BD a AC ako §. Potom

Sje stredom usecky AC aj BD. Preto je BS taznica W
v trojuholniku ABC, a teda je useCkou CE delena na dve Casti '

v pomere 1:2. Analogicky to plati aj v trojuholniku ACD. Ak

si oznatime taziskd trojuholnikov 4BC a ACD ako T,z
o Tucp. potom plati [ST e/ =188 a [STycp|=4[DS| Troj- A~ & B

uholniky ABC a ADC st zhodné, preto |BS| =|DS].



Potom dostavame:
BT ypc| = 5|BS|,

‘TABCTACD‘ = %‘TABCS‘ +%‘STACD‘ = %‘STABC‘ = %‘BS

TacpD|=5|DS|=3|BS

b
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teda vyt'até tiseky s zhodné.

Komentar a bodovanie: Za nedostato¢né zdévodnenie podobnosti trojuholnikov ste
stratili 2-3 body. Ak ste v svojom rieSeni vyuzivali dokazované tvrdenie, ziskali ste
maximalne jeden bod.

5. V $portovom klube cvi¢i 100 kulturistov. Ich hmotnosti st v rozmedzi 1 — 100 kg.
Najmenej na kol'ko skupin ich musime rozdelit’, aby nenastala situdcia, Ze hmot-
nost” jedného z kulturistov z jednej skupiny sa rovna dvojndsobku hmotnosti nie-
ktorého iné¢ho kulturistu z tej istej skupiny?

RieSenie: Ak maju vSetci rovnaki hmotnost, tak nam zrejme staci jedna skupina.
Analogicky to plati aj v pripade, ked’ neexistuje dvojica kulturistov, ktorych hmot-
nosti by boli v pomere 1:2. Uvazujme teraz Specialny pripad, ked’ maju vSetci rdzne
hmotnosti. Usporiadajme si ich takto: nech sa chytia za ruky ti, ktorych hmotnosti su
v pomere 1:2. Kazdy sa zrejme mo6ze drZzat’ maximalne dvoch inych (jeden z nich bu-
de mat’ polovicna a druhy dvojndsobni hmotnost’). Pripad, Ze by sme takto dostali
uzavretll ret'az, nenastane, lebo najlah$i z danej retaze sa moze drzat’ len s tazSim.
Dostali sme takto niekol’ko ret’azi a niekol'’ko nezapojenych (ktorych mo6zeme chéapat’
ako jednocClenné ret'aze). V kazdej retazi priradime najlahSiemu ucastnikovi cCislo 1,
druhému najlahSiemu ¢islo 2 atd’. Teraz utvorime skupinu A, do ktorej dame kultu-
ristov s neparnym ¢islom, do skupiny B ddme ostatnych. Je zrejmé, Ze tieto skupiny
spifiaju poziadavky zo zadania. V poslednom (v§eobecnom) pripade si z kulturistov
rovnakej hmotnosti vyberieme jedného reprezentanta. Dostaneme tak skupinu repre-
zentantov, v ktorej mé kazdy intt hmotnost’. Tento pripad sme uz vyriesili a médme ich
rozdelenych do dvoch skupin A a B. UZ ndm ostava len pridanie kulturistov rovnake;j
hmotnosti do skupiny k svojmu reprezentantovi. Preto ndm stacia dve skupiny.

Komentar a bodovanie: NajCastejSou chybou bolo to, Ze ste uvazovali len
s prirodzenymi hmotnost'ami. Za tito chybu ste stratili 2 body. Ak ste nasli vhodné
rozdelenie, ziskali ste tri body. Ak ste postupovali tak, Ze ste si zobrali jedného kultu-
ristu a nasli ste tych, ktori maji dvojnasobnu a poloviénii hmotnost a dali ste ich do
druhej skupiny a potom ste §li na d’alSieho nezaradeného, ziskali ste maximalne 4 bo-
dy, lebo tymto spdsobom nemate zabezpecené dobré rozdelenie dlhsich ret’azi. (Skus-
te sa zamysliet nad pripadom, Ze mate hmotnosti 1, 2, 4, 8 a 16. Do prvej skupiny
date 2, do druhej 1, 4. Ak teraz pridate do prvej skupiny 16, kam date §8?)



6. Zistite, Ci existuje slovo (kone¢na postupnost’ pismen), v ktorom sa nenachadzaju
dve rovnaké susedné podslova, ale také, ze pridanim 'ubovol'ného pismena na je-
ho zaciatok alebo koniec dostaneme slovo, ktoré uz tuto vlastnost’ mat’ nebude.

RieSenie: Nech mé nasa abeceda n pismen. Uvazujme postupnost’ slov A, ABA,
ABACABA, ABACABADABACABA, ... Matematickou indukciou dokazeme, ze
n-té slovo spiita podmienky zadania. Pre n=1 je tvrdenie zrejmé. Predpokladajme
d’alej, Ze sme tvrdenie dokazali pre abecedy s dizkou 1,2, ... n—1, n>1. Zostrojime
n-t¢€ slovo (d’alej ho oznacujme ako X,) takto: napiSeme (#n —1)-vé slovo X,_;, zail na-
piSeme n-té pismeno abecedy a nakoniec zase (n —1)-vé slovo X,,.;: X,_nX,_;. Naj-
prv dokaZeme, Ze takéto slovo neobsahuje rovnaké susedné podslova. Vzhl'adom na
indukény predpoklad vieme, Ze v pripade, Ze sa tam takato dvojica nachadza, tak ur-
¢ite musi obsahovat’ n-té pismeno (inak dostdvame spor s predpokladom, Ze (n—1)-
vé slovo X,.; vyhovuje podmienkam zadania). Ale n-té pismeno sa v X, nachadza len
raz, teda v X, sa nenachadza dvojica rovnakych susednych podslov. Teraz ukdzeme
druht podmienku. Ak k X, pridame n-t€¢ pismeno (v pripade pripisania tohto pismena
na zaciatok slova sa postupuje Uplne analogicky vzhl'adom na symetriu konStruova-

nych slov), tak toto slovo X,_jnX,_;n bude zostavené z dvoch rovnakych podslov

X, _n . PripiSme teraz k X, k-te pismeno k. Dostaneme tak slovo X, k. Ale X, k si

mozeme (vdaka sposobu konStrukcie) zapisat’ aj v tvare X ... X, nX, ... X k. Preto

mozeme pouzit’ indukény predpoklad a dostavame, Ze slovo X,k obsahuje dve vedla

seba stojace rovnaké podslova X, k. KedZe tieto dve podslova st susednymi pod-

slovami slova X,n, dostdvame pozadované tvrdenie lohy matematickou indukciou.

Komentar a bodovanie: Za najdenie vyhovujucich slov ste ziskali 2 body. Za zdo-
vodnenie ich spravnosti zvy$né 3. Viaceri ste zabudli na pripad, ze abeceda ma len 1
pismeno, za to ste stratili 1 bod.

7. Nech MABCD je ihlan s rovnobezZznikovou podstavou ABCD. Urcte pomer, v kto-
rom deli rovina prechadzajuca stredom hrany MC a vrcholmi 4 a D objem ihlana.

RieSenie: Oznacme si stred hrany MC ako K. Vysku ihlana oznaéme 4. Potom pre
jeho objem dostavame vztah

1
VZS'SABCD'h

Objem stvorstenov ABCK a ACDK je rovnaky a rovna sa
11 h 1 V

37y Sy
lebo uhlopriecka deli rovnobeznik na dva trojuholniky s rovnakym obsahom a vyska
v tychto $tvorstenoch je £, lebo K je stredom MC — ak by sme oznaéili pitu vysky
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z bodu M na rovinu ABCD ako O a pétu vysky z bodu K na tuto rovinu ako P, potom
trojuholniky COM a CPK st podobné s koeficientom podobnosti 5, a teda

KP|= a0 =
2 2

Nech E je stred hrany BM. Potom sa objem Stvorstena ABKE rovnd polovici objemu
Stvorstena ABKM, ktory sa rovnd polovici objemu Stvorstena ABKC, teda

1
Vaiske = gV .

Potom sa objem casti ihlana pod rovinou AKD rovna

lV+1V+1V:§V.
4 4 8 8

Objemy casti ihlana, na ktoré je deleny rovinou AKD, st v pomere 3:5.

Komentar a bodovanie: Za rieSenia, ktoré povazovali podstavu ihlana za Stvorec
alebo obdiznik, ste mohli ziskat’ maximalne 1 bod. Ak ste vyuZivali rozne vzorce,
ktoré nie su vSeobecne zndme, mohli ste ziskat’ maximalne 2 body. Za nedostatocné
oznacovanie vytvaranych bodov a spdsobu ich konstrukcie ste stracali 1 bod.

8. Prirodzené cislo n vieme napisat’ ako sucet troch druhych mocnin prirodzenych
Cisel. Dokazte, Zze aj Cislo n® mozeme zapisat’ ako sucet troch druhych mocnin
prirodzenych Cisel.

RieSenie: Nech n=a” +b* + ¢*, kde a, b, ¢ st prirodzené &isla, pri¢om navyse pred-
pokladajme, ze a > b > c¢. Potom

n? = (a2 +b+ 02)2 = (a2 +b? —02)2 + (2ac)2 + (2bc)2.

Vzhladom na podmienku a>b>c¢ méame zabezpecCené, Ze Cisla 2ac, 2bc,

a’+b% —c% su prirodzené.

Komentar a bodovanie: Ak ste zabudli na overenie, ¢i su Cisla v rozklade prirodze-
né, stratili ste 1 bod. Za vyskusanie a overenie istych typov rozkladov ste mohli zis-
kat’ maximalne 1 bod.

9. Nadite x;(, ak x; =4, x, =6 a pre kazdé prirodzené n >3 je ¢islo x, najmen-
$im zloZenym ¢islom vacsim ako 2x,_; —x,_,.

RieSenie: VypiSme si niekol’ko prvych clenov tejto postupnosti: x3 =9,
X, =14=x;+5, x5=20=x,+6, x4 =27 =x5+7. Na zaklade tychto prvych cle-
nov mozZeme usudit, Zze pre n >4 by mohlo platit’ x, =x,_, +n+1. Ak by to tak bo-
lo, potom dostavame, Ze
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X, :x3+5+6+...+(n+1)=n(n2+3).

Dokédzeme to matematickou indukciou vzhl'adom na n. Pre n=4 tvrdenie plati.
Predpokladajme, ze tvrdenie plati pre nejaké n. Dokazeme, ze plati

(n + 1)(n + 4)
A
2
Podl’a predpokladu musi platit, Ze
o> 2 =X :zn(n+3)_ (n—l)(n+2) _ (n+1)(n+4)_1.
2 2
Teda
(n+1)n+4)
Xpe1 == -
2
Ked'Ze cislo M je pre n >4 zlozené, dokazali sme, Ze
(n+1)n+4)
Xpol == -
2
Dosadenim n =1000 dostdvame

Komentar a bodovanie: Ak ste vysli z toho, ze x, =2x,_; — x,_,, ziskali ste 0 bo-
dov. Za spravny odhad toho, ako bude vyzerat’ x,, ste ziskali 2 body. Za dokaz toho,
7e takto vami zvolené x, bude spifiat’ podmienky zo zadania, sa dali ziskat' 3 body.
Za odhad hodnoty x, pomocou x,_; an sa dal ziskat’ 1 bod.

10. Je dany konvexny Stvoruholnik ABMC, v ktorom |AB|=|BC
|£ZACM|=150°. Dokazte, ze AM je osou uhla BMC.

ZBAM|=30°,

b

RieSenie: Oznatme |4B|=|BC|=a, |BM|=b,
‘LBMA‘ =a, AAMC‘ = f podla obrazka. Po-
tom | £CAM|=180°-150°— B =30°—f3.

Ked'Zze trojuholnik ABC je rovnoramenny so
zdkladiou, plati |[£BCA|=|£ZBAC|=60°- 4.
£BCM|=150°—(60°—B)=90°+ 3. A

Vyuzitim sinusovej vety v trojuholniku ABM dostdvame

a by
sina sin30°

Potom
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V trojuholniku BMC
a b b

sin(ar + f3) B sin(90°+ B) cosf

. a ., : : . )
Dosadenim 3 z prvej sinusovej vety do druhej dostdvame rovnost

sin(a + )= 2sina cos .
Po dosadeni sin(a + 3)=sina cos f +sin Bcosa auprave dostivame
sin(a — ) =0.
Vzhl'adom na to, ze 0 <, f <180°, dostavame, Ze a = S, ateda AM je osou uhla
BMC.

Komentar a bodovanie: RieSenia, ktoré spocivali v rysovani, boli hodnotené 0 bod-
mi. Ak ste vyuZzivali dokazované tvrdenie, ziskali ste maximélne 1 bod podl'a toho,
¢i boli vaSe uvahy pouzitel'né aj bez tohto predpokladu.

n n+l
11. Dokazte, Ze pre kazdé prirodzené Cislo n plati (1 + lj < (1 + ! J .
n n+

* W . . r N4 . e 1 .
RieSenie: Tvrdenie dostdvame pouzitim AG nerovnosti pre n-krat 1+ — a jednu 1:
n

i n-(1+1j+1 (1+1j+(1+1j+---+(1+1j+1 N
_ n _ n n n 2n+1(1+_j 1,

n+l n+1 - n+1 n

1+

odkial’ po umocneni na n+1 dostdvame neostru nerovnost’. Rovnost’ vSak nemdze

“ 1, PP , ,
nastat’, lebo ¢isla 1 a 1+ — st pre kazdé¢ n r6zne. Preto nastava ostra nerovnost’.
n

12. Dokazte pre x,y,z € R nerovnost’ X+ y4 +z'> xyz(x +y+ z). Zistite, kedy na-
stdva rovnost’.

RieSenie: V rieSeni vyuZijeme nerovnost’ z prikladu 2.8 z 1. ¢isla ¢asopisu:

a’ +b% +c? >ab+bc+ca,
ktora plati pre vSetky reédlne ¢isla a,b,c a rovnost’ nastava prave vtedy, ked a=b=c.
Najprv tato nerovnost’ pouzijeme pre a=x>, b=y*, ¢c=z> apotom pre a=xy,
b=yz, c=zx:
x* +y4 +z* =(x2)2 +(y2)2 +(22)2 > x? -y2 +y2 224zt Xt :(xy)2 +(yz)2 +(Zx)2 2>

2xy-yz+yz-zx+zx'xy:xyz(x+y+z).
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Rovnost’ nastava prave vtedy, ked x* = y> =z? a xy = yz=zx. V pripade, Ze sa jed-
no z x,y,z rovna 0, je prava strana dokazovanej nerovnosti 0 a 'ava nezaporna. Rov-
nost’ teda moze nastat’ len pre x=y=z=0. Nech su d’alej x,y,z nenulové. Z rov-
nosti xy=yz=zx mame najprv xy=yz, odkial po predeleni nenulovym y mame
x =z. Analogicky dostaneme y=x. Vcelku x=y=z. Spojenim s vysledkom pre
situdciu, ked’ je aspon jedno z x,y,z nulové dostavame, ze rovnost’ nastdva prave
vtedy, kedx=y=z.

Komentar a bodovanie: Za neddsledné skiimanie situacie, v ktorej nastava rovnost,
L% B4 2 4 v (2 r .

ste stratili 1 bod, lebo ak x* = y2 =z~ , neznamena to eSte, Ze plati x=y=z. Pri u-

mocnovani na parnu mocninu treba davat’ pozor pri umocnovani zapornych cisel, pre-

toze sa tam znak nerovnosti obracia. A, samozrejme, stale treba davat’ pozor na dele-
nie nulou.

bc ca ab .y .
13. Dokéazte nerovnost a+b+c<-—+—+-— (a,b,ce R"). Zistite, kedy nastava

a b c
rovnost’.

RieSenie: Aj v tomto priklade vyuzijeme nerovnost’
x? +y2 + 27 2Xxy+yz+zx,

ktora plati pre vSetky redlne Cisla x, y,z a rovnost’ nastava prave vtedy, kedx=y=z.
Dosadime x=ab, y=bc, z=ca:

(ab)2 + (bc)2 + (ca)2 >ab-bc+bc-ca+ca-ab=abc(a+b+c).

Predelenim tejto nerovnosti kladnym c¢islom abc dostdvame pozadované tvrdenie.
Rovnost nastava prave vtedy, ked’ a =b = ¢ (dokazané v predchadzajicom priklade).

Komentar a bodovanie: Za dokaz rovnosti ste mohli ziskat’ 2 body. Taktiez ako
v predchédzajucom priklade aj v tomto treba davat’ pozor na delenie nulou. Za dokaz
opa¢nym smerom ste mohli ziskat’ maximalne 3 body v zavislosti od ekvivalentnosti
pouzivanych Uprav.

14. Dokazte, Ze pre kazdé n > 2 plati (1 —%)(1 —%j --(1 —L] > l
2 2 2") 2

RieSenie: V rieSeni vyuzijeme pomocni nerovnost’
SR
2k 2k

ktoru 'ahko dokdzeme roznasobenim. Tuto nerovnost’ mézeme zapisat’ aj ako

, ke{2,3,...,n},
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k-1
I—Lk>2-2 p 1.
2 2" —1

Vyuzitim tejto nerovnosti dostavame:

2 n—1 n—1
(N AN Y £ S PYESIPHEENIE SR}
2 2 2" 27 -1 27 -1 2" —1 2" -1 2

lebo susedné zlomky sa vykratia a ostane len Citatel’ prvého a menovatel’ posledného
zlomku. Poslednd nerovnost’ vyplyva z nerovnosti

2"t 205 2"'-05 1

> = - =—.
2"—17 2"-1  2.[2""-05) 2

Tym sme poZadovanl nerovnost” dokézali.

Komentar a bodovanie: Vyskytlo sa aj rieSenie pomocou nekonecnych stcinov,
hlavnym problémom tu bolo dokazovanie, resp. nedokazovanie ich konvergencie.
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