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Redakc¢na posta

Mili ¢itatelia,

uz je tu jun, maturanti maji maturity za sebou a mozno aj tento neskory ¢as spdsobil,
ze pocet zapojenych ziakov do koreSpondencnej sut’aze v tomto roku bol taky maly —
zapojilo sa véas len 6. Tento pocet vSak eSte stile mozete ovplyvnit a ziskat
zaujimavé ceny — ni€ nie je stratené, v tretej sérii eSte stale mdzete ziskat’ cenné body.
Pre najlepSich rieSitelov mame pripravené publikacie Netradiéné metody vo
vyucovani matematiky, Metody riesenia matematickych uloh a pera.

Vzhl'adom na nizky pocet rieSitelov v tomto roku nepldnujeme zorganizovat
sustredenie najlepSich rieSitelov, ktoré byvalo tradi€ne v lete. Dafam vSak, Ze
v budiicom roku ho zorganizujeme.

V Casopise vam prindSame tradi¢ny clanok z historie matematiky o Abrahamovi
de Moivre, rieSenia 1. série uloh korespondencnej sut'aze, informéacie o celoStatnom
kole Matematickej olympiady v kategorii A — zadania, vzorové rieSenia a vysledkov
listinu a pozvanku na ¢lensku schodzu Jednoty slovenskych matematikov a fyzikov,

pobocky Bratislava 1. Radi vas uvitame v naSich radoch.

Prijemne straveny posledny mesiac v Skole vam zela

Martin Hrinak



Abraham de Moivre — radil hazardnym hracom

Pomerne zndma matematicka veta z gymnazialnych ucebnych osnov o umociio-
vani komplexnych Cisel v goniometrickom tvare sa vold Moivreova veta:

[r-(cos¢)+i°singo)]n =r"-(cosng+1i-sinng).

Je zaujimavym spojenim goniometrickych ja-
vov s vlastnostami algebraickymi. Meno ma po
anglickom matematikovi francuzskeho pdvodu,
ktory tato vetu formuloval roku 1707 a publiko-
val az v roku 1730. Abraham de Moivre (26. 5.
1667, Vitry, franctzska Champagne — 27.11.
1754, Londyn) pochadzal z drobnej Slachticke;j
protestantskej rodiny. Hovori sa, Ze slovko ,,de*
si do mena pridal sam. Studoval filozofiu na Sor-
bone. Po zruseni nantského ediktu (1685), ktory
zabezpecCoval rovnopravnost’ hugenotov a katoli-
kov, bol vdzneny (1685 — 1688), potom emig-
roval do Anglicka. Tam pdsobil ako stkromny
ucitel’ a privyrabal si vhodnymi radami pri ha-
zardnych hrach. Spoznal sa aj s I. Newtonom a E. Halleyom. Stal sa spolu so Stirling-
om poprednym matematikom. V roku 1697 bol prijaty za ¢lena Kral'ovskej spoloc-

nosti v Londyne, neskor aj ¢lenom akadémii vied v Parizi a v Berline.

Moivre prispel k rozpracovaniu zakladov kombinatoriky a zédkladov analytickych
metod teorie pravdepodobnosti v praci The Doctrine of Chance (1718). Zaoberal sa aj
poistovacou matematikou a uverejnil pracu Annuities upon Lives (1725). V praci
zroku 1733 odvodil, Ze binomické rozdelenie je pribliZzenim normalneho rozdelenia
pravdepodobnosti a vyslovil vztah pre priblizny vypocet faktorialu. Tento spis bol
postupne dopliiovany (1738, 1756). Moivre objavil suvislosti medzi rekurentnymi
rovnicami a diferenénymi rovnicami, obohatil aj nduku o nekoneénych radoch.

Mozno aj teraz pri spomienke na A. Moivrea sa vnucuje otdzka o vyzname
a pouziti vedomosti z matematiky. Pripomenieme si odpovede na podobnu proble-
matiku od R. P. Feynmana (1918 — 1988), nositel'a Nobelovej ceny za fyziku (1965):
,Geometriu moZeme spojit' s algebrou reprezentdciou komplexnych cisel v rovine...
Aby sme lepsie vedeli chapat prirodu, moze byt nevyhnutné, aby sme lepSie chapali
matematicke vztahy.* Mozno by sa v dneSnej dobe pod takiito odpoved podpisal aj
uspesny matematik Abraham de Moivre.

Dusan Jedinak



KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2008/2009
RieSenia 1. série uloh koreSpondencnej stut’aze

1. Podarilo sa ndm z mora zachranit’ dvoch stroskotancov — Janicka a Marienku. Ja-
nik je dvakrat taky stary ako bola Marienka, ked’ bol Janik o Sest’ rokov star$i ako
je teraz Marienka. Ked’ bude Marienka o Sest’ rokov starSia ako je teraz Janik, bu-
du spolu rovnako stari ako bude ich mama, ktord ma teraz 46 rokov. Kol'ko maju
rokov?

RieSenie: Ozna¢me sucasny vek Janicka j a si¢asny vek Marienky m. Rozdiel vekov
Janicka a Marienky je j—m. Teraz je podstatné uvedomit’ si, Ze rozdiel vekov

Janicka a Marienky bude stale konStantny. Ak budeme poznat’ vek J, JaniCka v neja-
kom inom ¢ase ¢ a vek M, Marienky v tom istom Case, tak plati
J, =M, +(j—m),
M,=J,+(m-j).

Podobne, ak oznacime vek mamy v Case ¢ ako Mama,, tak si ho mdZeme vyjad-

rit pomocou veku Marienky v tvare
Mama, =M, +(46 —m),

pretoze rozdiel vekov mamy a Marienky je stdle 46 —m .

Zamerajme sa teraz na druhtt podmienku pre veky Jani¢ka a Marienky (Cas ozna-

¢ime indexom 1). Ked’ bude Marienka o Sest’ rokov starSia, ako je teraz Janik, bude
mat’ M, = j+ 6 rokov. Janik bude mat’ v tom Case

J=M +(j—m)=(j+6)+(j—m)=2j-m+6
rokov. Ich mama bude mat’ v tom istom Case
Mama, =M, +(46—m)=(j+6)+(46—m)=j—m+52
rokov. Preto musi platit’
J,+ M, = Mama,,
po dosadeni jednotlivych vyjadreni
(2j—-m+6)+(j+6)=j—m+52.
VyrieSenim tejto rovnice dostavame, Ze plati j =20, teda Janik mé 20 rokov.

Analogicky spracujeme prvu podmienku (¢as oznacime indexom 2). Ked’ bol Ja-
nik o Sest’ rokov star§i ako je teraz Marienka, mal J, =m+ 6 rokov. Marienka mala

v tom Case
M2=J2+(m—j)=(m+6)+(m—j):2m+6—j:2m—14



rokov. Janik ma teraz 20 rokov a ked’Ze je dvakrat taky stary ako Marienka v Case 2,
tak Marienka mala v tom ¢ase 10 rokov. Preto musi platit’ 2m —14 =10, odkial’ dosta-

vame, ze m =12, teda Marienka ma 12 rokov.

2. Na lavicke v parku sedia Styri dievCata: Jana, Eva, Zuzana a Pavla. Zorad'te
dievcata podla vysky, podla veku a podla krasy, ak viete, Ze:
a) Zuzana je vysSia ako Eva, ale niZSia a krajSia ako Pavla.
b) Pavla je mladSia ako Zuzana alebo Eva.
c) Eva je krajSia ako Zuzana, ale nie je takéd pekna ako Jana.
d) Jana je starSia ako Zuzana a mladSia ako Eva, ale je mensSia ako obe.

RieSenie: Pri rieSeni Gllohy budeme pouzivat’ zapis 4 < B na vyjadrenie, Ze dievCa
s menom, ktoré sa zaCina na pismeno A, je niz$ie, resp. mladSie, resp. menej pekné
ako dievca, ktorej meno zac¢ina na pismeno 5.

Krésa sa spomina v tvrdeniach a) ac). Ztvrdenia c) vieme, ze J>E>Z.
Z tvrdenia a) mame usporiadanie Z > P. Preto dostdvame celkové usporiadanie
J > E >Z > P, teda najkrajSia je Jana, druhé najkrajSia je Eva, tretia najkrajsia je Zu-
zana a najmenej pekna je Pavla.

Pre vysku dostavame z a) usporiadanie P> Z > E. Z tvrdenia d) dostdvame, ze
plati J<Z a J<FE.KedZze Z > E, dostavame jediné usporiadanie P>Z > FE > J,
teda najvyssia je Pavla, niz$ia je Zuzana, eSte niZSia je Eva a najniZSia je Jana.

Zaoberajme sa vekom. Na zaklade d) vieme, ze plati £ >J > Z. Jedinou d’alSou
podmienkou, ktoréd sa viaZe s vekom, je b). Tato podmienka vzhl'adom na uz ziskané
usporiadanie vekov vyluduje jedine moznost P>E>J>Z. Uloha ma preto
v pripade veku tri mozné rieSenia: E>P>J>Z, E>J>P>7Z a E>J>Z>P,
teda Eva je najstarSia abud’ je druha najstarSia Pavla, tretia najstarSia Jana
a najmlad$ia Zuzana, alebo je druhd najstarSia Jana, tretia najstarSia Pavla a najmlad-
Sia Zuzana, alebo je druha najstarSia Jana, tretia najstarSia Zuzana a najmladsia Pavla.

3. Nech x a y su také redlne ¢isla, Ze &isla x* +y°, x” +3° a x* + »* sa racionélne.

Dokazte, ze aj ¢isla x+ y a xy su racionalne.

. W . . w7 14 w7 2 7 . /4
Riesenie: Ak sa jedno z &isel, povedzme y, rovna 0, tak &isla x* a x° su racionélne.
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Ak sa x rovna 0, tak potom tvrdenie Glohy plati. Ak je x nenulové, potom x=—,
X

teda x je podielom dvoch racionalnych ¢isel, a teda je to racionalne cislo. Teda aj
Gisla x+y=x a xy=0 su racionalne. Dalej predpokladajme, Ze obe ¢&isla su

nenulové.



Vieme, ze plati
2
(x2 +y2) =x* +y4 +2x2y2,
teda

x*y? :(x2+y2)2—(x4+y4))
2

¢o znamena, 7ze x°y° je racionalne &islo, lebo je podielom dvoch racionalnych &isel

(Citatel je racionalny, lebo je rozdielom dvoch raciondlnych ¢isel).
Plati taktiez

(xz +)/2)3 =x°+° +3xzy2()c2 +y2),
odkial’ po uprave dostavame, ze plati
x®+y° =(x2 erz)3 —.°>)c2y2()c2 +y2),
¢o znamena, ze x°+ )° je raciondlne ¢&islo (na pravej strane su ¢isla x*y* a x”* +3°

racionalne).
Teraz sa pozrime na d’alsi vztah

2
(x3 +y3) =x°+ " +2xy°,
odkial’ analogicky dostaneme, Z¢ x’y° je racionalne &islo. Potom je aj &islo

3.3
_X)

X
y x2y2

racionalne, lebo je podielom dvoch nenulovych racionalnych cisel.
Poslednou rovnostou, ktort vyuzijeme, je rovnost’
3 3 2 2
X+ y :(x+y)(x +y —xy),
odkial’ dostdvame vyjadrenie x + y:

3 3

X4y

X+y=—-75—.
X +y —xy

Kedze ¢isla x’ + ), x>+ a xy st racionalne, je aj &islo x+ y racionélne, ¢o

sme mali dokazat’.

4. Na ciselnej osi st vyznacené tri Cisla a, 2a, 5a—3, pricom platia nasledujtce
nerovnosti: a <2a <5a—3. Zostrojte obraz Cisla 2.

RieSenie: Najprv si musime uvedomit, Ze pozndme umiestnenie len tychto troch
¢isel, ni¢ viac, teda nepozname ani umiestnenie nuly ¢i jednotky. Ozna¢me body na
Ciselnej osi, ktoré zodpovedaju Cislam a, 2a, 5a -3, postupne 4, B, C. VSetky kon-
Strukcie, ktoré budeme robit’, sa budi odohravat’ na Ciselnej osi. Ked’Ze plati nerov-

4



nost’ a < 2a, tak vieme, Ze a >0. Potom ‘AB‘ =a . Zostrojme bod O, pre ktory plati
‘AO‘ = ‘AB‘ a zaroven O # B. Tento bod je obrazom nuly, pretoze a —a=0.

Teraz nanesieme dizku a patkrat vlavo od bodu C. Inak povedané, zostrojime
DC‘ =54 a DeCB. Kedze 5a—3-5a=-3, zostrojili sme
obraz ¢isla —3. Rozdel'me tsecku OD dvoma bodmi £ a F na 3 rovnaké casti
(napriklad pomocou podobnosti trojuholnikov), bez uymy na v§eobecnosti nech bod £

je blizsie k bodu O. Potom bod F zodpoveda ¢islu —2. Teraz uz len zostrojime bod G,
ktory je rovnako vzdialeny od bodu O ako bod F' a je od neho r6zny. Bod G je potom

bod D, pre ktory plati

hl'adanym bodom, ktory zodpoveda ¢islu —2. Na obrazku st znézornené jednotlivé
body a ¢isla, ktorym zodpovedaju.

-3 2 - 2a S5a-3

O

0 2 a
I I I — I
D F E O G 4 B

5. Stvorec s rozmermi nxn jednotiek je rozdeleny na n’ jednotkovych $tvorcov.
Urcéte pocet vSetkych Stvorcov v tomto utvare. Vysledok uvedte v uzavretom
tvare, teda takom, ktory bude obsahovat’ len konecny pocet operacii ako scitanie,
nasobenie, delenie a pod. bez ohl'adu na velkost’ ¢isla 7.

RieSenie: Rozdel'me vSetky Stvorce, ktoré¢ sa v danom Utvare na-
chadzaju, podl'a toho, aka dlhi maju stranu. Najmensia diZka stra-
ny Stvorca je 1jednotka anajvacsSia n jednotiek. Kazdy Stvorec

v utvare je jednoznaCne charakterizovany dlzkou svojej strany
alavym hornym vrcholom. Teraz uz len staci zistit, kde vSade

mozu Iavé horné vrcholy byt’. Stvorec s dizkou strany » jednotiek
je len jeden, pretoze do tivahy prichadza len jeden vrchol. Pre Stvorec so stranou
dizky n—1 jednotiek st to vrcholy jednotkového §tvorca v lavom hornom rohu. Tie
st §tyri. Stvorce s dizkou strany n —1 jednotiek st preto $tyri. Pre $tvorec so stranou
dizky n—2 jednotiek su to vrcholy v Favom hornom $tvorci 2x 2, ktorych je 9. Preto
stvorcov s dizkou strany n—2 jednotiek je 9. Analogicky moZeme pokracovat’ d’ale;
az zistime, Ze §tvorcov s dizkou strany 1 jednotka je n’. Vetkych $tvorcov je preto
1+4+9+...+n°.

Tento tvar vSak obsahuje so zvySujicim sa n Coraz viac operdcii. Preto ho

musime upravit’ na vhodnejsi tvar. Matematickou indukciou dokédZzeme, Ze plati

1+4+9+...+n2=én(n+1)(2n+1).

Pre n=1 tvrdenie plati, pretoze 1= % -1-2-3.



Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre nejaké prirodzené ¢islo n. Potom dostava-
me, Ze plati:

1+4+9+...+n2+(n+1)2=én(n+1)(2n+1)+(n+1)2 =

:(n;-l) -[n(2n+1)+6(n+1)]=@-[2n2 +7n+6}:(n;_1)(n+2)(2n+3),

¢o sme chceli dokazat'.

Komentar: Za prva Cast’ s kompletnym zdovodnenim ste mohli ziskat’ 3 body a za
najdenie uzavreteho tvaru vysledku a jeho dokaz 2 body.

6. Anton a Brano vyrazili na svojich motocykloch do susedného mesta. Jazdili poho-
dlne, drzali sa spolu. V pitine cesty si Anton spomenul, Zze zabudol doma svoje
dokumenty. Preto sa otocil a vratil sa spiat’ domov, pri¢om svoju rychlost’ zvysil
0 25 %. Braiio pokracoval v ceste, svoju rychlost’ znizil o 25 %. Anton si doma
bez straty ¢asu vyzdvihol dokumenty a vyrazil znova na cestu. Poslednu ¢ast’ ces-
ty absolvovali uz zase spolu rychlost'ou 48 km/h, pricom oproti pévodnému planu
meskali 10 minat. Urcte vzdialenost’ susedného mesta.

RieSenie: Ozna¢me rychlost’, ktorou vyrazili Anton a Braiio, v kilometroch za hodi-
nu, pismenom v, vzdialenost’ miest ako s kilometrov a dizku posledne;j Gasti cesty ako
x kilometrov.

Pohyb Antona si rozdelime na 4 tGseky: Prvi ¢ast dizky 0,2s sa pohyboval
rychlostou v. Potom, ked sa vracal domov, presiel vzdialenost’” 0,2s rychlostou
1,25v. Kym opét’ stretol Brana, presiel vzdialenost’ s —x rychlostou 1,25v. Poslednti
Sast’ cesty, ktora ma diZzku x, presiel rychlostou 48 km/h.

Brafiovu cestu si rozdelime na tri useky: Prvi ¢ast’ dizky 0,2s sa pohyboval
rychlostou v. Druht ¢ast’ cesty, ked’ Siel sam, sa pohyboval rychlostou 0,75v a jej
dizka bola s—x—0,25=0,85—x. Poslednu ¢ast cesty, ktord ma dizku x, presiel
rychlost'ou 48 km/h.

Ked'Ze chlapci sa rozdelili na konci 1. Gseku a stretli na za¢iatku 3. Branovho
useku, trvalo im to rovnaky ¢as dostat’ sa tam. Znamena to, zZe Braiovi trvalo prejst’
jeho 2. usek rovnako dlho ako Antonovi jeho druhy a treti usek spolu. Vyjadrenim
tychto ¢asov dostdvame, Ze musi platit’

0,2s N s—x 0,8s—x

1,25v  1,25v  0,75v

Po prenasobeni nenulovym cislom v a upraveni dostaneme, ze x =0,2s.




Vyjadrime si teraz Cas, ktory trvala cesta Branovi. Celkovy €as, ktory by mu tato

S . . 9 . .,
cesta trvala, ak by sa Anton nevracal, by bol —. Ked'Ze mali meskanie 10 minut,
v

. s 1 : L , .. o, .
trvala im teraz cesta —+g. Vyjadrenim €asového trvania jednotlivych tsekov jeho
%

cesty dostavame, Ze plati:
s 1 0,25 N 0,8s—x Xx

+—.
v 6 v 0,75v 48

Dosadenim x =0,2s a upravenim postupne dostaneme, Ze plati:

s 1 0,2s 0,8-0,2s 0,25
—+—= + + ,
v 6 v 0,75v 48
s 1 0,28 0,65 0,2s
—+—= + + ,
v 6 % 0,75v 48
s 1 0,2s 08s 0,25
—+—= + + ,
v 6 v v 48
s 1 s 0,25
—t+—=—+ ,
v 6 v 48

l 0,25

6 48°
40 =s.

Vzdialenost’ susedného mesta od ich domova je 40 kilometrov.
7. Najdite vSetky také celé Cisla y a prvocisla p, ¢ menSie ako 100, pre ktoré plati
1999 =86y + p—q.

RieSenie: Ak by boli obidve prvocisla p, g rovnakej parity, potom by bolo ¢islo na
pravej strane parne a na lavej neparne, teda nemohli by sa rovnat’. Preto sa jedno
zprvocisel p, g rovnd dvom. Hodnota rozdielu ‘ p—q‘ je maximdlne 97, takze

dostavame, Ze plati
1902=1999-97<86y <1999 +97 =2 096.

V tomto intervale sa nachadzaju len dva nasobky ¢isla 86: 1978 (zodpovedajice y
je 23) a 2064 (zodpovedajtce y je 24). V prvom pripade potom musi platit’
1999=1978+ p—q,

teda 21=p—¢q. Kedze jedno z p, ¢ sa rovna 2, musi to byt ¢ a dostavame jediné

rieSenie p =23.V druhom pripade musi platit’
1999=2064+p—gq,

7



po Uprave
65=g—p.
V tomto pripade musi platit’ p=2 a ¢ =67.
Uloha ma dve rieSenia: y=23,q=2,p=23ay=24, p=2,q=067.

8. Kolko stien ma ihlan, ktory ma tol’ko hran, ako ma vrcholov pravidelny mnoho-
uholnik s vnutornym uhlom 160°?

RieSenie: Sucet vnutornych uhlov pravidelného n-uholnika je (n —2) -180°. Ked'ze

vSetky jeho vnutorné uhly st rovnaké, kazdy z nich mé velkost’
n—2
n

-180°.

Musi preto platit’
n—2

n

-180°=160°,

odkial’ dostavame, Zze n=18.

Ihlan, ktorého podstavou je m-uholnik, ma 2m hran (m podstavnych a m bo¢nych
hran). Preto musi platit 2m =18, odkial dostavame, Zze m=9. lhlan, ktoré¢ho
podstavou je 9-uholnik, ma 10 stien — podstavu a 9 bo¢nych stien.

9. Nech ABCD je konvexny Stvoruholnik a nech M je stred usecky CD. Priamky BM
a AM st kolmé a plati ‘AB‘ = ‘BC‘ + ‘AD‘ . Dokazte, ze priamky BC a AD su kolmé.

RieSenie: Tvrdenie ulohy neplati. Dokdzeme, Ze tieto dve priamky st rovnobezné,
ateda nemo6zu byt kolmé. Zobrazme bod M v stredovej sumernosti podla stredu
useCky 4B do bodu P. Ked’ze uhol AMB rovnobeznika AMBP je pravy, AMBP je

Stvorec. Preto plati

|MP|=|4B|=|4D|+|BC|,
pricom sme vyuZili predpoklad zo zadania. Na druhej strane plati aj

MP:MA+MB:(MD+m)+(M—C+C_B):m+@,

pricom sme vyuzili, ze M je stredom useCky CD, ateda pren plati MD +MC =0.
Dostali sme tak, Ze plati
|MP|=|4D|+|BC
MP = DA+ CB,

¢o znamena, Ze musi platit’ ADHMP HBC, ¢o sme chceli dokéazat’ (v opacnom pripade

9

by sme dostali na zaklade trojuholnikovej nerovnosti, Ze plati ‘MP‘ < ‘AD‘ + ‘BC ‘ ).
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10. Najdite aritmeticku postupnost’ piatich prvocisel s diferenciou aspon 11.

RieSenie: RieSeni tejto ulohy je viacero, vyskytli sa tieto dve: 7, 37, 67, 97, 127, resp.
5,17,29,41, 53.

11. N§jdite dolnt celu Cast’ Cisla i/ 24 + i/ 24 +---+ i/ﬁ , ak viete Ze, sa v uvedenom

vyraze nachddza n odmocnin (n je prirodzené Cislo).

RieSenie: PoloZzme a, = i/ 24+ i/ 24 +---4+3/24 , ak sa v uvedenom vyraze nachadza

n odmocnin (n je prirodzené ¢&islo). Plati 2 <</24 <3, teda 2 <a, <3. Vzhl'adom na

definiciu a, si mo6Zeme a,,, rekurentne vyjadrit’ pomocou a, takto:

a,, =324+a,.

Matematickou indukciou dokazeme, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati odhad
2<a, <3. Prvy induk¢ény krok sme uz urobili. Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre

nejaké n. Potom platia aj nasledujiice nerovnosti
2<24+2<324+a, <24+3=3,

ktoré dokazuju, ze 2<a,,, <3. Vyuzili sme pritom fakt, Ze funkcia y =3x je na
kladnych cislach rastica. Vzhl'adom na tato nerovnost’ sa pre vsetky prirodzené Cisla
n dolna cela Cast’ ¢isla a, rovna 2.

12. Dvaja hrac¢i hraju hru na hracej ploche 1x2 000 policok. Striedavo vpisuja do
prazdnych policok pismena S a O. Hrag, ktory skompletizuje ako prvy tri za se-
bou iduce poli¢ka obsahujuce slovo SOS, vyhrava. Ak st vSetky poli¢ka vyplne-
né pismenami bez toho, aby sa niekde nachadzalo slovo SOS, nastdva remiza.
Zistite, ¢i existuje vyhrdvajlca stratégia pre jedného z hracov.

RieSenie: Ozna¢me prazdne policko ako zlé, ak jeho 'ubovol'né vyplnenie jednym
hraCom zabezpe¢i druhému hracovi vyhru v nasledujicom tahu, pricom prvy hrac
nemal moznost’ vyhrat’ napisanim pismena do Ziadneho iného policka (vol'ne pove-
dané, vyhra druhého hrac¢a musi byt’ tahom na niektoré zo susednych policok policka,
kam pisal prvy hrac, lebo inak by na vyhrdvajuce policko druhého hra¢a mohol
napisat’ rovnaky symbol prvy hra¢ vo svojom tahu a vyhral by). Dokazeme, Ze polic-
ko je zl¢é prave vtedy, ked’ sa nachadza v bloku Styroch za sebou iducich poli¢ok tvaru
S S, kde oznacuje prazdne policko.

Ak méame prazdne policko, ktoré je Castou bloku S S, tak ak doit napiSeme S,
druhy hra¢ do druhého policka napiSe O a vyhra. Naopak, ak doit napiSeme O, druhy
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hra¢ do druhého vol'ného policka napiSe S a opat’ vyhra. To znamena, Ze obe policka
su zlé.

Predpokladajme teraz, ze mame zlé poli€¢ko. Ak don napiSe prvy hrac¢ O, tak
druhy hra¢ musi byt’ schopny v d’alSom t'ahu vyhrat’. Preto musi byt’ na jednej strane
tohto policka pismeno S ana druhej prazdne policko, kam bude moct’ druhy hrac
dopisat’ S, aby dostal SOS. Ak by prvy hrd¢ do zlého poli¢ka napisal S, tak z jedne;j
strany je prazdne policko a z druhej strany je S: SS . Preto aj na druhom policku
susediacom s vyzna¢enym prazdnym polickom musi byt’ S, aby druhy hrac¢ napisanim
pismena O skompletizoval SOS, ¢im sme tvrdenie dokézali.

Teraz ukazeme, Ze druhy hra€¢ ma vyhravajiacu stratégiu. Po tahu prvého hraca
zvoli T'ubovolné policko, ktoré je vo vzdialenosti aspot 7 poliCok od tahu prvého
hraca a aj od kraja hracej plochy, a napiSe don S. Také policko existuje vzhl'adom na
to, Zze mame k dispozicii 1 999 policok. Po druhom t'ahu prvého hraca skontroluje, ¢i
uz nemoze vyhrat'. Ak nie, tak napiSe S do policka, ktoré je vzdialené prave 3 policka
od policka, kam napisal v prvom t'ahu S, a okolo ktorého su vol'né aspon 2 policka
v oboch smeroch. Také policko urcite existuje, lebo okolo prvého S je na oboch
strandch vol'nych aspont 7 poli€ok a po t'ahu prvého hraca je aspont 7 vol'nych poli€ok
na aspon jednej strane tohto S. Tym, Ze druhy hra¢ nemal moznost’ vyhrat, nemdze
teraz vyhrat’ ani prvy hrac, lebo zapisané pismena su dostatocne d’aleko od seba (dve
pismend, medzi ktorymi je maximalne jedno volné policko, mo6zu byt tie, z ktorych
asponi jedno napisal prvy hrac, avSak tie netvoria vyherni kombinaciu, pretoze uz by
ju vyuzil druhy hrac). Po tomto t'ahu su na hracej ploche dve alebo Styri zIé policka.
To znamen4, ze hra urcite skon¢i vyhrou jedného z hracov.

Po kazdom tahu prvého hraca bude na hracej ploche volny neparny pocet
policok. Ked'Ze zl¢ policka sa vyskytuju len v dvojiciach, ich pocet bude parny,
a teda bude vzdy vol'né aspoii jedno policko, ktoré nie je zI¢ a ktoré moze druhy hrac
zvolit’. Pri jeho vypliani musi uZ len zvazit, ktoré pismeno ma zvolit, aby prvy hrad
v dalSom t'ahu nemohol skompletizovat’ SOS s vyuzitim tohto pismena. To sa vzdy
da na zaklade pomocného tvrdenia urobit. Po istom Case bude musiet’ prvy hrac¢
zvolit’ niektoré zo zlych poli¢ok, ¢im druhy hra¢ vyhrd (pripadne méze vyhrat aj
skor, ak bude prvy hra¢ hrat’ zle). To znamend, Ze existuje vyhravajlica stratégia pre
druhého hraca.

13. Je danych 2n bodov v rovine, pricom ziadne tri z nich nelezia na jednej priamke.
Dokazte, ze tieto body mézu byt rozdelené na n dvojic tak, Ze usecky urcené
tymito dvojicami bodov, sa nepretinaju.

RieSenie: Ak n =1, tak tvrdenie plati. Uvazujme d’alej n>1. OznaCme si zadané
body 4, ..., 4,,. Jednotlivé kroky je najlepSie sledovat’ na obrazku (pre jednodu-

10



chost’ je tam len 8 bodov, teda n=4). KedZe Ziadne tri z tychto bodov nelezia na
jednej priamke a n >1, tak musia byt rézne. Zvol'me si 'ubovol'nt priamku p v rovi-
ne a urobme kolmé priemety a,, ..., a,, bodov 4, ..., 4, na priamku p v tomto pora-

di, premietacie priamky ozna¢me postupne p,, ..., p,,. Ked’Ze ziadne tri body z 4,
..., 4, neleZia na jednej priamke, splyvat’ s l'ubovol'nym bodom a, méze vzdy uz len
maximalne jeden zo zvySnych bodov aq,, 1</<2n, [ #i. Prezname si tieto priemety
pomocou pismen b, ..., b, tak, aby b, a b,, boli najkrajnejSimi bodmi a indexy boli

zoradené vzostupne podl'a vzdialenosti od bodu b, (mdzeme to zapisat’ aj tak, Ze plati

{al,..., aZn} ={b1,...,b2n} ,
b,,b,

5

bl,bzn‘ = max

1<i,j<2n

b,

i+1°

b=

pricom ak plati a, =a, pre nejaké 1<u<v<2n, tak kvoli jednoznacnosti a,

bl.,bl‘ pre vSetky 1<i<2n-1,

priradime b, a a, priradime b, pre nejaké 1<w<2n). Vzhl'adom na uvedeny
postup existuje bijekcia B, ktord kazdému zbodov b, ..., b, priradi prave ten
zbodov 4, ..., 4,,, ktory sa nanl zobrazil.

Body 4,, ..., 4,, teraz rozdelime do dvojic takto: B(b,, ,) spojime s B(b,, ) pre
1<k<n. Takto vzniknut¢ usecky sa nemozu pretinat. To dokaZzeme sporom.
Predpokladajme, Ze by nastala situicia, Ze sa dve takto vytvorené UseCky pretnu.
Nech st to B(b,,_,)B(by,) a B(b,)B(b,) pre 1<k<I<n. Ak b, =b,,, tak
usecka B(b,,_,)B(b,,) lezi v jednej polrovine s hrani¢nou priamkou p,, ausecka
B(b,._,)B(b,) lezi v opatnej polrovine, priom vieme, Ze B(b, )+ B(b,_,), teda
tieto dve usecky nemdZu mat’ spolo¢ny bod. Ak b,, #b,, ,, tak b,, <b,, , a medzi
useckami  B(b,,_,)B(b,,) a B(b,_)B(b,) je rovinovy pas urfeny hrani¢nymi
priamkami p,, a p,, ,, ktorého vnutru nepatri ani jeden bod tychto Useciek, teda sa

nemozu pretinat’. Tym sme nasli h'adané rozdelenie bodov 4, ..., 4,,.

4 _=B(b4)

i)
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14. V tabulke mxn poliCok je napisanych mn redlnych ¢isel. V kazdom tahu je
dovolené zmenit' znamienka v ubovolnom riadku alebo stipci. Dokazte, Ze je
mozné po kone€nom pocte tahov dosiahnut’ stav, Ze sucet Cisel v kazdom riadku
a kazdom stipci bude nezaporny.

RieSenie: Uvazujme celkovy sucet Cisel v tabulke. Mdme prefi maximalne 2™
moznosti, ¢o je konecny pocet (pre kazdé policko mame maximalne dve moznosti,
aké moze mat znamienko). Zaved’'me spoloéné oznadenie riadka a stipca slovom
linia. Predpokladajme, Ze existuje taka linia, v ktorej je zdporny sucet Cisel s.
Zmenme v tejto linii vSetky znamienka. Celkovy sucet Cisel v tabulke sa ndm zvysi
0 2‘s‘ > 0. Ked'Ze preit madme len kone¢ny pocet moznosti, urcite po maximalne 2™
krokoch nastane situacia, ked’ uz nebudeme moct zvacsit' celkovy sucet Cisel
v tabul’ke, a vtedy budt sucty vo vSetkych linidch nezéporné (ak by bol aj vtedy
niektory liniovy stcet zaporny, tak by sme celkovy sucet dokézali zvysit zmenou
znamienok v nom, ¢o vSak nie je mozné). Tym sme tvrdenie dokézali.

Vysledkové listiny po 1. sérii uloh

Kategoria Z
Por. | Priezvisko Meno Trieda Skola 1(2|3]|4] Spolu
1. | Hruskova Martina 4.B ZS Svit, Mierova 134 5/{5|-|- 10
2. | Hornyakova | Viktoria kvarta | G P.Pazmanya Nové Zamky -12]1]2 5
Kategoria C
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola 3|4(5|6] Spolu
1. | Chuda Fatima 1.A Stkromné konzervatérium Nitra 014|2]|- 6
Kategoria A
Por. | Priezvisko | Meno Trieda Skola 718|9]| 10 | Spolu
1. | Svaty Lukas septima | G Nitra, Parovska 1 5|55 2 17
Beznak Samuel 1.C G Dubnica nad Vahom, Skolska2 |5 |4 | -| 5 14
3. | Hornyak Zsolt septima C | G P. Pd4zmanya Nové Zamky 3|14|-1]5 12
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2008/2009
58.ro¢nik MO Riesenia tiloh celostatneho kola kategorie A

1. Dokazte, Ze ak su vsetky cisla p, 3p+ 2, bp+4, Tp+ 6, 9p+ 8 a 11p + 10 prvocisla,
tak cislo 6p 4+ 11 je zloZene.
(Pavel Novotny)

Riesenie. Predpokladajme, ze vsetky cisla p, 3p+ 2, bp+4, T7p+6, 9p+ 8 a 11p + 10
st prvocislami. Skiimajme, aky zvySok po deleni piatimi moze davat p, teda pre aké [
z mnoziny {0, 1,2, 3,4} a nezadporné celé ¢islo k moze platit p = 5k + 1.

> Ak p = 5k, tak 11p + 10 = 5(11k + 2) nie je prvocislom pre ziadne k.

> Ak p = 5k + 1, tak 3p + 2 = 5(3k + 1) je prvocislom jedine pre k = 0, ale potom

p = 1, o nie je prvocislo.

> Ak p =5k + 2, tak 7p + 6 = 5(7k + 4) nie je prvoc¢islom pre Ziadne k.

> Ak p =5k + 3, tak 9p + 8 = 5(9k + 7) nie je prvoc¢islom pre Ziadne k.
Cislo p preto musi byt tvaru 5k + 4. Potom 6p + 11 = 5(6k + 7), ¢o je zloZené ¢islo pre
kazdé nezaporné celé k.

Poznamka. Najmensie p, pre ktoré sa p, 3p+2, 5p+4, 7p+6, 9p+ 8 a 11p + 10
prvocislami, je p = 2099.

2. Na kratsom z oblikov CD kruZnice opisanej pravouholniku ABCD zvolme bod P.
Pity kolmic z bodu P na priamky AB, AC a BD oznacme postupne K, L a M. Ukdzte,
zZe uhol LK M ma velkost 45° prave vtedy, ked ABCD je stvorec.

(Tomas Jurik)

Riesenie. Ukazeme, Ze uhol LK M mé rovnaku velkost ako uhol C'BD. Odtial zadané
tvrdenie trividlne vyplyva (uhol CBD ma velkost 45° prave vtedy, ked |BC| = |CD|,
¢ize ked ABCD je $tvorec).

Obr. 1

Body B, K, M, P lezia v tomto poradi na Talesovej kruznici nad priemerom BP.
Pre velkosti obvodovych uhlov nad tetivou PM teda plati |[{PKM| = |{PBM|.
Podobne body A, K, L, P lezia v tomto poradi na Téalesovej kruznici nad priemerom AP
a pre velkosti obvodovych uhlov nad tetivou PL mame |{LK P| = |{LAP|. Napokon,
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z obvodovych uhlov nad tetivou C'P kruznice opisanej pravouholniku ABC'D dostavame
|{CAP| = |{CBP|.
Z uvedenych rovnosti vyplyva (obr. 1)

|{LKM| = |{LKP|+|{PKM| = |{LAP|+ |{PBM| = |{CAP| +|{PBD| =
= |{CBP|+ |4PBD| = |{CBD|,

¢o sme chceli dokézat.

Poznamka. Uvedeny postup mozno pouzit aj v trividlnom pripade, ked P = C
alebo P = D; vtedy maju niektoré z uvazovanych uhlov nulovii velkost.

Iné rieSenie. Opit dokdzeme, Ze uhly LKM a CBD maju rovnakt velkost.
Oznac¢me N pétu kolmice z bodu P na priamku BC'. Body K, L, N lezia na Simsonovej
priamke prislichajicej bodu P a trojuholniku ABC' (obr. 2). Na Télesovej kruznici nad
priemerom PB lezia body K, M aj N. Z obvodovych uhlov nad tetivou M N teda
mame

IK{LKM| = |{NKM|=|{NBM|=|£{CBD|.

P N
D C
/ o L
> A
A K B
Obr. 2

3. Ndjdite najmensie kladné cislo x, pre ktoré plati: Ak a, b, ¢, d si lubovolné kladné
cisla, ktorych sucin je 1, potom

1 1 1 1
N N AR S
a b ¢ d

(Pavel Novotny)

Riesenie. Nech a, b, ¢, d st lubovoIné kladné ¢isla, ktorych staéin je 1. Podla nerovnosti
medzi aritmetickym a geometrickym priemerom trojice ¢isel a”, b*, ¢* mame

a +3 +c 2 3/—awbw6$: 3 d_x
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Zvolenim x = 3 v predoslej nerovnosti dostévame 3 (a®+b3+c*) = 1/d. Zrejme rovnako
plati

2@+ +d) 2 1/c, @+ +d%)21/b, L0®+P+d°) 2 1/a
Sc¢itanim uvedenych Styroch nerovnosti dostavame

11 1 1
A+ +E+dZ2 -+ -+ =+,
a b ¢ d

teda pre x = 3 zadané nerovnost vzdy plati.

Ukéazeme, ze x = 3 je hladanou najmensou hodnotou, teda Ze pre Tubovolné x < 3
zadand nerovnost nie je vzdy splnena. Hladajme Stvoricu, pre ktori nerovnost nebude
platif, v tvare a = b = ¢ = t, d = 1/t3 pre vhodné t (z4vislé na danom x < 3). Pre
takéto a, b, ¢, d vzdy plati abcd = 1, a tiez

1
a$+bx+cw+dw:3tx+t3—x,
1 1 1

T Y
a b ¢ d t '

Ak t > 1, tak 1/t3* < t* a Tava strana zadanej nerovnosti je mensia ako 4t*. Aby
nerovnost neplatila, stac¢i zvolif t > 1 tak, aby platilo 3 > 4t%, ¢o je pre z < 3
ekvivalentné s podmienkou

t> V4.

T vieme volbou dostato¢ne velkého t trividlne splnit.

Zdver. Hladané najmensie kladné ¢islo je = = 3.

4. Skumagme, pre ktore prirodzen€ cisla n existuju prdave styri prirodzené cisla k take,
Ze ¢islo n + k je delitelom ¢isla n + k2.
a) Ukdzle, zZe vyhovuje n = 58 a najdite prislusné styri k.
b) Dokazte, Ze parne n = 2p, kde p = 3, vyhovuje prave vtedy, ked p aj 2p+ 1 si
prvocisla.

(Nulu medzi prirodzené ¢isla nepocitame.)

(Jaromir Simsa)
RieSenie. Z rovnosti n + k% = (k+n)(k —n) +n(n+1) vidime, ze n+k | n + k? prave
vtedy, ked n + k | n(n + 1). Pocet ¢isel k s touto vlastnostou je teda rovny poctu tych
delitelov ¢isla D = n(n + 1), ktoré s vicsie ako n.

a) V pripade n = 58 z rozkladu na prvocinitele prislusného D = 58 -59 = 2-29 59
vidime, ze delitele ¢isla D vacsie ako 58 sul prave styri: 59, 2-59 = 118, 29 -59 = 1711
a2-29-59 = 3422. To st hodnoty 58 + k, takze prislusné k£ st o 58 mensie, teda
postupne k =1, k = 60, k = 1653 a k = 3364 = 582,

b) Pre parne n = 2p, kde p = 3, plati D = 2p(2p + 1), takze Tahko vypiSeme Styri

20+1<22p+1) <p(2p+1) <2p(2p+1). (1)

15



Ak su p, 2p 4+ 1 prvocisla, ziadne iné také delitele ¢islo D zrejme nema, teda n = 2p
spliia vlastnost zo zadania.
Dokazeme, ze ak aspoﬁ jedno z éisel P, 2p +1 je zlozené, tak D mé okrem delitelov
Ak je ¢islo p 2 3 zlozené, je delitelné niektorym ¢, 2 < ¢ § %p a ¢islo D mé delitela
2q(2p + 1), ktory s vynimkou pripadu ¢ = %p lezi medzi druhym a tretim delitelom
vypisanym v (1):
22p+1) <2¢(2p+1) < p(2p+1).

Ak ¢islo p nemé iného netrividlneho delitela okrem ¢ = % p, plati p = 4. Vtedy vsak ani
¢islo 2p + 1 = 9 nie je prvocislo, takZze piateho delitela najdeme podla nasledujiceho
odseku.

Ak (neparne) ¢islo 2p + 1 je zlozené, tak je delitelné niektorym ¢, 3 < g < p,
a ¢islo D ma delitela 2pq, ktory lezi medzi druhym a tretim delitelom vypisanym v (1):

1 1
22p+1) < 2pg <p(2p+1), lebo q>2+]—9 aq<p+ 3"

Ekvivalencia z Casti b) je tak dokazana.

5. V kazdom z vrcholov pravidelneého n-uholnika A1As ... A, lezi urcity pocet minci: vo
vrchole Ay je to prdve k minci, 1 < k < n. Vyberieme dve mince a preloZime kazZdu
z nich do susednéeho vrcholu tak, Ze jedna sa posunie v smere a druhd proti smeru chodu
hodinovych ruciciek. Rozhodnite, pre ktoré n mozno po konecnom pocte takych preloZeni
dosiahnut, Ze pre lubovolné k, 1 < k < n, bude vo vrchole Ay, lezat n+ 1 — k minci.
(Radek Horensky)

Riesenie. Ozna¢me kazda mincu ¢islom vrcholu, na ktorom lezi (teda ¢islom z mnoziny
{1,2,...,n}) a po kazdom prelozeni dvojice minci oznacenie upravme. Sledujme, ako
sa zmeni stucet S vSetkych ¢isel priradenych minciam po jednom prelozeni.

Ak neprekladéme mince medzi vrcholmi A, a A, sﬁéet sa nezmeni, lebo na jednej
jednu mincu z A; do A, a druhu z A,, do Al. Ak prelozime jednu mincu z A; do A,
a druht z A; do A;;1q (kde 1 <7 < n— 1), stfet S stipne o (n — 1) +1 = n. Ak
naopak prelozime jednu mincu z A,, do A; a druhtiz A;11 do A; (kde 1 £i<n—1),
sucet S klesne o n. Z uvedeného vyplyva, ze zvysok suctu S po deleni ¢islom n sa nikdy
nezmeni.

V pociatocnej pozicii ma sucet S hodnotu

1-142-24--4n- n—ZkQ n(n+1)(2n + 1),

v zelanej konecnej pozicii méa S hodnotu

ik(n—kl—k): n+1) ik—ilﬂ:
k=1 k=1 k=1

1

= Jnln+17 = Sn(n+1)(2n+1) = %n(n—l— 1)(n+2)

@Ir—k
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(vyuzili sme zname vzorce pre sucet prvych a druhych mocnin ¢isel od 1 po n). Aby
bolo mozné presuntut mince z pociatoénej do Zelanej kone¢nej pozicie, musia uvedené
dve hodnoty davat rovnaky zvySok po deleni n. To je mozné len vtedy, ked ich rozdiel
en(n +1)(n — 1) je delitelny n, ¢ize ked ¢islo g(n 4+ 1)(n — 1) = :(n? — 1) je celé.
Dosadenim jednotlivych zvyskovych tried modulo 6 Tahko overime, Ze tato podmienka

je splnena prave vtedy, ked n dava po deleni Siestimi zvySok 1 alebo 5

Ostéva ukézat, ze pre takéto n vieme mince poprekladat pozadovanym spdsobom.
Popiseme jeden z moznych postupov. Mincu, ktord je na zaciatku vo vrchole Aj,
nazvime M. VSetky mince budeme prekladat v rovnakom smere, jedine mincu M (ktort
prelozime v kazdom kroku bez toho, aby by sme to v nasledujicom odseku pripominali)
budeme prekladat opa¢nym smerom a dodrziavat tak zadané pravidla prekladania.

Am—|—2 Am

Am—}-l
Obr. 3

Ozna¢me n = 2m + 1 (zrejme uvazované hodnoty n st neparne). Mince budeme
prekladat tak, ako je zndzornené na obr. 3. Najprv prelozime n — 1 minci z vrcholu A,
na vrchol A; (posun o 1), potom n — 3 minci z vrcholu A,,_1 na vrchol A, (posun o 3),
atd., az napokon prelozime 2 mince z vrcholu 4,15 na vrchol A,, (posun o n—2). Tym
dosiahneme, nepocitajic mincu M, ze v kazdom vrchole bude pozadovany pocet minci,
len vo vrchole A; bude n — 1 minci. Vypocitajme, kde sa po uvedenych prelozeniach
nachadza minca M.

Celkovy pocet prelozeni bol

T=(mn-1)-1+Mn—-3) -3+ +2-(n—2) f:k:

k=1
m m 1
=(2m+1) Zk k? = m+1)(2m+1)—6m(m+1)(2m—|—l):
k=1 k=1

= ém(m +1)(2m+1) = %m(m + 1)n.

Pritom m(m + 1) = X(n + 1)(n — 1) je ¢islo delitelné tromi, lebo n nie je nasobkom
troch. Takze T je celociselnym nasobkom n a minca M sa po prislusnom pocte okruhov
ocitla opit vo vrchole A;. V 1nlom je preto tiez pozadovany pocet n minci.

Odpoved. Pozadovany stav je mozné dosiahnut prave vtedy, ked n dava po deleni
Siestimi zvysok 1 alebo 5.
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6. V rovine w su dané dva rozne body O a T. Ndjdite mnozinu vrcholov vsetkych
trojuholnikov, ktoré leZia v rovine w a maju tazisko v bode T a stred opisanej kruzZnice
v bode O.

(Jaromir Simsa)

RiesSenie. Vezmime nejaky bod A z roviny w. Aby mohol byt vrcholom trojuholnika
opisaného v zadani, musi byt rozny od bodov O a T'. PopiSeme vSeobecnil konstrukciu
trojuholnika ABC, v ktorom méame dany vrchol A, stred opisanej kruznice O a tazisko T’
(pre trojicu navzajom réznych bodov A, O, T'). Potom zistime, pre ktoré body A takyto
trojuholnik nie je mozné skonstruovat.

Nech A’ je stred strany BC. Bod A’ je obrazom bodu A v rovnolahlosti so stre-
dom T a koeficientom —3. Ak A’ # O, body B a C lezia na kolmici p na priamku O A’
vedenej bodom A’ a zaroven na opisanej kruznici k so stredom O a polomerom OA
(obr. 4).

Obr. 4

K danému bodu A vieme vzdy zostrojit bod A’ ako jeho obraz v uvedenej rovnolah-
losti. Predpokladajme najprv, ze A" # O. Aby sme dostali dva rozne body B a C, musi
byt priamka p se¢nicou kruznice k. To nastava prave vtedy, ked |OA’| < |OA|. Oznacme
O’ obraz bodu O v rovnolahlosti so stredom 7" a koeficientom —2. Plati |O'A| = 2|04/,
preto konstrukéntt podmienku mézeme zapisat v tvare |O'A| < 2|OA|. Takze bod A
musi lezaf mimo kruhu uréeného Apolléniovou kruznicou! m(S;|ST|), kde S je bod
stmerne zdruzeny s bodom 7" podla bodu O (obr. 5).

Ak teda A’ #£ O, ¢ize A # O’, dostaneme konstrukciou tri body A, B, C. Tie budu
vrcholmi vyhovujaceho trojuholnika, ak nelezia na priamke. Na priamke lezia, ked je
priamka BC' totozné s priamkou AT, t.]j. ked priamka OA’ je kolma na AT. Bod A’
preto nesmie lezat na Talesovej kruznici nad priemerom OT a (po ,zobrazeni“ tejto
podmienky v rovnolahlosti so stredom 7' a koeficientom —2) bod A nesmie lezat na
Talesovej kruznici nad priemerom O’T (obr. 6).

! Pre dané dva rdzne body P, @ a kladné ¢islo £ # 1 je Apolléniova kruznica mnozina bodov X, pre
ktoré plati |PX| = k|QX]|. Stred Apolléniovej kruznice lezi na priamke PQ, rovnako ako dva body
kruznice, ktoré vieme pre dané k jednoducho zostrojit.
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Obr. 5 Obr. 6

V pripade, Ze bod A je totozny s bodom O’, t.j. A’ = O, namiesto kolmice p mozeme
zobraf Tubovolnt priamku (réznu od AT') prechadzajicu bodom O (obr. 7). Dostaneme
tak nekonecne vela roznych trojuholnikov ABC' s pravym uhlom pri vrchole A, ktoré
spliiaji vSetky podmienky zadania.

B

Obr. 7

Zaver. Hladanou mnozinou bodov je vonkajsia oblast kruznice m okrem bodov
leziacich na Téalesovej kruznici nad priemerom O’T, pri¢om bod O’ do hladanej mnoziny
tiez patri (obr. 8).

Obr. 8

Pozndamka. Hladand mnozina bodov sa d& popisat analyticky bez toho, aby sme
vyuzili poznatok o Apolléniovej kruznici.
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2008/2009
58. ro¢énik MO Vysledky celostatneho kola kategorie A

(Sitaz sa konala 22. - 25. 3. 2009. Miesto konania: Rajeckd Lesnd, Zilina.)

Vitazi
1. Michal SPISTAK 4 G Grosslingova, Bratislava T 7T 7T 6 4 5 36
Jakub UHRIK 4 G Grosslingova, Bratislava T 7T 7T 5 4 6 36
3. Michal HAGARA 3 G Jura Hronca, Bratislava T 7T 5 7 7 0 33
4. Eduard EIBEN 4 G Postova, Kosice T 7T 3 7T 4 3 31
5. Peter CSIBA 4 SPMNDaG, Bratislava T 7T 7T 4 10 26
6. Martin BACHRATY 3 G Velké okruzna, Zilina 7 6 2 6 3 0 24
7. Filip SLADEK 3 G A.Bernoldka, Namestovo T 1 2 7 4 2 23
8. Jan HOZZA 2 G Jura Hronca, Bratislava 7T 7T 1 1 4 2 22
Dalsi tspesni riesitelia
9. Tomas KUZMA 4 G Alejova, Kosice 7 0 7 5 2 0 21
Vincent LAMI 3 G H. Selyeho, Koméarno T 7T 1 2 0 4 21
11. Peter FULLA 4 SPS strojnicka, Spisskd Novda Ves 7 1 2 3 4 3 20
12. Ladislav BACO 3 G Postova, Kosice 7T 3 0 2 4 1 17
Albert HERENCSAR 4 G Z.Kodalya, Galanta 7 3 0 0 2 5 17
Tomas SZANISZLO 4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica 7 3 0 5 0 2 17
15. Tomas BELAN 3 SPMNDaG, Bratislava 7 2 3 3 0 1 16
Radomir BOSAK 4 G Grosslingova, Bratislava 7 0 1 6 2 0 16
Nikola HRDA 3 G Jura Hronca, Bratislava 7T 7 0 2 0 O 16
Natalia KARASKOVA 3 G Grosslingové, Bratislava 71 41 2 1 16
Fridrich VALACH 4 G L.J. Suleka, Komarno 7T 1 2 4 2 0 16
Ostatni riesitelia
20. Lenka MATEJOVICOVA 4 G Jura Hronca, Bratislava 7 0 5 0 3 0 15
Peter SLUKA 4 G L. Stura, Zvolen 7 0 4 0 0 4 15
22. Michal HOJCKA 4 G Partizanske 7 0 6 1 0 O 14
Martin UKROP 3 G L. Stura, Zvolen 70 3 0 2 2 14
24. Igor KOSSACZKY 4 G Grosslingova, Bratislava 71 3 0 2 0 13
Marek KUKAN 3 G Grosslingova, Bratislava 7 3 0 2 0 1 13
Istvan PARASZTI 4 G H. Selyeho, Komarno 7T 2 1 2 0 1 13
Marian PAULIK 3 G J. G. Tajovského, B. Bystrica 7 0 1 5 0 0 13
28. Jakub JURSA 4 G Alejova, Kosice 7 0 1 2 1 0 11
29. Jakub KONECNY 3 G Grosslingova, Bratislava 7 0 1 2 0 0 10
Martin SIMO 4 G Grosslingova, Bratislava 0 4 0 6 0 O 10
Ivana TONHAUSEROVA 3 G Parovska, Nitra 7 0 1 0 2 0 10
32. Matus IVAN 4 G Kukucéinova, Poprad 0 01 5 2 0 8
33. Jozef FEKIAC 4 G Grosslingova, Bratislava 01 2 1 10 5
34. Georgios CHALIVOPULOS 3 G Jura Hronca, Bratislava 2 01 0 0 O 3
Michal MAIXNER 4 G Varsavsk4, Zilina 03 00 00 3
36. Marek BEHUN 3 G L. Sttra, Michalovce 00000 2 2
Jozef JASS 4 G L. Stockela, Bardejov 001 00 1 2
Andrej KREJCIR 2 G V. B. Nedozerského, Prievidza 0 01 0 01 2
39. Zosia ORAVCOVA 4 G J. G. Tajovského, B. Bystrica 01 0 0 00 1
Pocet Cislo tlohy
bodov | P T T2 [ 3 [ 4 [5 ]G
7 bodov | 46 30 | 8 4 3 1 0
6 bodov 7 0 1 1 4 0 1
5 bodov 9 0 0 2 5 0 2
4 body 14 0 1 2 2 7 2
3 body 15 0 5 4 2 2 2
2 body 29 1 2 5 7 9 5
1 bod 33 0 7112 | 4 3 7
0 bodov | 81 8 | 15| 9 | 12 | 17 | 20
Priemer | 2,57 |5,44]2,36(2,21|2,62|1,59|1,21
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pobocka Bratislava 1,
Matematicky ustav SAV, Stefanikova 49, 814 73 Bratislava,
http://www.jsmf.eu.sk
e-mail: JSMF@centrum.sk

/‘7—- Jednota slovenskych matematikov a fyzikov,
)

POZVANKA

Vybor pobocky JSMF Bratislava 1 si Vas dovol'uje pozvat’ na vyrocnu clenska
schodzu pobocky, ktord sa bude konat v utorok 9. juna 2009 o 15.30 hod.
v miestnosti B202 na 2. poschodi budovy Stavebnej fakulty STU (vytahom na 3. pos-
chodie) na ul. I. Karvasa, Bratislava (byvala Starohorska).

Program clenskej schodze:

1. Sprava o ¢innosti poboc¢ky za rok 2008
2. Sprava o hospodareni poboc¢ky za rok 2008
3. Revizna sprava
4. Plan ¢innosti na rok 2009
5. Prednaska doc. RNDr. Daniely Velichovej, CSc. na tému:
»Geometrické utvary a ich reprezentacie v geometrickom modelovani*
6. Diskusia
7. Rozne

Clensky prispevok na rok 2009 je 6 €. Dochodcovia a §tudenti nie st povinni
uhradzat’ clensky prispevok. Spolu s cClenskym mozete zaplatit’ aj predplatné
Slenského Gasopisu Obzory matematiky, fyziky a informatiky, ktoré je 4 €. Clenské
prispevky je mozné uhradit’ bankovym prevodom na et &islo 11466164/0900. Zial’,
postové poukazky nemame, nakolko posta po prechode na euro zmenila typ tejto
poukaZzky. Pri platbe Vas prosime, aby ste do spravy pre prijimatela uviedli za ktoré
roky platite ¢lensky poplatok a ¢i ste odberatel'om casopisu, prip. ¢i ste dochodca
alebo Student. Tieto poplatky modzZete uhradit’ aj v hotovosti hospodarke pobocky
RNDr. Darine Kyselovej, PhD. V pripade, Ze ¢len nem4 uhradeny ¢lensky prispevok
za viac ako 3 roky, budeme nuteni ho vylucit’ z evidencie clenov JSMF.

Zaroven Vas chceme informovat’ o0 moznosti uhradenia cestovnych nakladov spo-
jenych s ucastou na tradi¢nej konferencii JSMF v Jasnej pod Chopkom pre niekol-
kych ¢lenov pobocky (podla finanénych moznosti). Podmienkou je riadne platenie
¢lenského prispevku za posledné 3 roky.

S pozdravom

Martin Kalina
predseda pobocky
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