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Redakc¢na posta

Mili ¢itatelia,

vitam vas v 22. ro¢niku vydavania nasho casopisu. Vzhl'adom na podporu z dotéacie
Ministerstva Skolstva, vedy, vyskumu a Sportu Slovenskej republiky na vydéavanie
periodickej tlaCe dostavate tento Casopis aj na vybranych zdkladnych a strednych
Skolach zdarma. Verim, Ze vas na§ Casopis zaujme a ziaci z vaSich §kol sa zapoja do

naSej koreSpondencnej stt'aze.

V pravidelnej rubrike venovanej osobnostiam najdete ¢lanok o Hermannovi Weylovi

— matematikovi, ktory skiimal symetrické naznaky vedy a umenia.

Do d’alSieho ro¢nika koreSpondencnej stitaze sme opdt pripravili sadu 14 sutaznych
uloh. Pre riesitel'ov, ktori sa chcil zOcCastnit’ tejto stt'aze prvykrat, sme pripravili
¢lanok Skor nez zaénete pisat’ svoje rieSenia, v ktorom najdete niekol’ko rad k tomu,
ako pisat’ rieSenia sutaznych uloh. Pre sutazivych c¢itatelov prindSame aj zadania
uloh doméceho kola 66. rocnika Matematickej olympiddy v kategoriach Z5 az Z9 a C
az A.

V ¢lanku Uvidiet” harmonicky priemer uvidite prepojenie geometrie a algebry — ako

sa da najst’ harmonicky priemer aj v geometrickych objektoch.

V seriali Criepky z histérie matematickej kultury sa dozviete o zaujimavej &iselnej

postupnosti, ktort pozndme pod nazvom Fibonacciho postupnost’.
Prajem vam Uspesny Start v novom Skolskom roku.

Martin Hrinak



Hermann Weyl — symetrické naznaky vedy a umenia

Obraz symetrie

V jaskyniach, na skalnych tutesoch ¢i1 starovekych nadobach sa uz tisice rokov nachéa-
dzaju Tudské kresby, ornamenty. V neskorej dobe I'adovej vyrdbal Clovek svoje
pomocky v geometrickych tvaroch (trojuholnik, kosostvorec, lichobeznik). HrnCiars-
tvom a tkacstvom sa rozvinul geometricky zmysel (zlozit¢ mozaiky, opakujlice sa

Spiraly a meandre). Harmonické usporiadanie, rytmické pohyby, opako- [

1885-1985

vanie prinaSalo symetriu obrazcov. Napriklad staroegyptské ornamenty
predstavuju 17 druhov symetrii. Urcitd vec je symetricka, ak v pripade,

Ze s nou nieco robime, vyzera na konci rovnako ako predtym. Zda sa, Ze
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z vyznamnych matematikov, ktory vnutorne prezival stvislosti vedy a umenia,

uz aj tato tvorivost ukryva v sebe matematickl informaciu. Jeden

poznamenal: Umenie ornamentu obsahuje najstarsiu cast nam znamej vySsSej
matematiky... Symetria je idea, pomocou ktorej sa clovek po celé starocia usiloval

vysvetlit' a vytvorit poriadok, krasu a dokonalost.

Krasa v matematike

Vyraznost a forma ma pre mia mozno vdacsi vyznam ako obsabh...

Vo svojej praci som sa vzdy pokusal zjednotit pravdu s krdsou, ale

ked som si mal zvolit bud’ jedno alebo druhé, obvykle som si

vybral krasu. Matematikom, ktory zvlast’ intenzivne vnimal krasu
Ry~

ako svetlo pravdy, bol Hermann Weyl (9. 11. 1885 & s
— 8. 12. 1955). Vystudoval u Davida Hilberta .

v Gottingene, bol jeho najbystrejSim Studentom.

Dvadsat'osemro¢ny sa stal profesorom polytechniky v Ziirichu, neskor
posobil v Goéttingene. V roku 1933 emigroval do USA a pracoval

v Ustave pre pokro¢ilé §tadia v Princetone. Potom sa vratil spit’ do
Ziirichu (1951).

Zaujimal sa o trigonometrické rady, ortogonalne a periodické funkcie. Rozpracoval
teoriu funkcii komplexnej premennej. Vytvoril spektralnu teoriu diferencidlnych
operatorov. Ovplyvnil aditivnu teodriu Cisel, rozvinul tedriu spojitych grap. Dokézal
aplikovat’ moderné matematické poznatky na problémy geometrie 1 fyziky (teoria
relativity, interpretacia ¢asopriestoru a hmoty). Metddou teorie grip ziskal niektoré

vysledky aj v tedrii atdmovych spektier.



Matematicky platonik
Matematika nie je strnula a ustrnutie posobiaca schéma, ako si to
laici tak radi predstavuju, ale nads stavia priamo do priesecnika

zviazanosti a slobody, ktory je vlastnou podstatou cloveka. Nemecky

» | matematik, fyzik a filozof H. Weyl, ¢len Americkej akadémie vied
y a umeni, bol predstavitelom umiernenej verzie intuicionizmu, smeru
v zdovodnovani zakladov matematiky, ktory chdpal matematické entity ako reélne
existujuce a prekracujuce I'udsky tvorivy proces. Nekonstruktivny dokaz existencie si
cenil len ako list papiera, na ktorom je sice napisané, €o je v poklade, ale bez toho,
kde poklad lezi. Chcel, aby sa matematika zaoberala len definiciami, ktorym zodpo-
veda konstruktivny objekt, spochybnoval uplatiovanie zakona vyluc¢enia treticho pre
pripad nekone¢nych mnozin. Weyl raz prirovnal matematiku k mlynéeku na méso:
Ak dori viozite lobodu, loboda vim z neho aj vyjde. Prehlasil: Cistd matematika
uznava iba jednu, ale za to nevyhnutne povinnu podmienku pravdy — neprotirecenie.
Pripomenime si aj niektoré filozoficko-matematické impulzy, myslienky H. Weyla:

Vo vystavbe matematiky existuju dve otvorené oblasti, kde sa veci mozZu stat nevyspy-
tatelnymi: postup v postupnosti prirodzenych cisel a kontinuum... V podstate neko-
necna tkvie nevycerpatelnost... Pravé kontinuum je nieco suvislé v sebe a nemoze byt
rozdelené na odlisné casti; to odporuje jeho povahe... Vseobecné sudy o cislach ne-
mozu byt ziskané skumanim jednotlivych cisel, ale len skumanim podstaty cisla... Vy-
raz ,,existuje‘ nas zvizuje s bytim a zakonom, vyraz ,, kazdy“ nas stavia do vznikania

a slobody. S trochou ismevu pripomenieme aj jeho usStipa¢nt poznamku: Boh existu-

je, pretoze matematika je konzistentnd, a diabol tiez existuje, pretoze to nemozZeme
dokazat.

Uznaval matematiku ako intelektualne dobrodruZstvo tvorivého
ludského ducha. Matematika je veda o nekonecne, jej cielom je,
aby clovek, ktory je konecny, vystihol nekonecno pomocou znakov.
Hermann Weyl pontkal matematické myslenie ako stcast’ vSeo-
becnej kultary: Zaujatie matematikou sa da porovnat so zaujmom

o mytologiu, literaturu alebo hudbu. Je to jedna z najvlastnejsich

oblasti cloveka, v nej sa prejavuje ludska podstata, tuzba po
intelektudlnej sfére Zivota, ktord je jednym z prejavov harmonie sveta. Schopnost’
matematizovatt naSe skusenosti ndm otvara Strukturu necakanych suvislosti.
Matematika je vo svojich zdkladoch spojend so vSeobecnymi problémami poznania.

Dusan Jedindk



KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2016/2017

Redakcia casopisu MATMIX vyhlasuje v tomto Skolskom roku koreSpondencnu
sutaz pre ziakov zakladnych a strednych $kol. Zapojit’ sa do nej mdézu vsetci, ktori
maju zdujem o matematiku a si ochotni venovat' niekol’ko minut rieSeniu uloh.
V skolskom roku 2016/2017 bude mat’ koreSpondencnd sut’az tri série. Zadania uloh
budu uverejnené v prvom, druhom a tretom cisle Casopisu. Vysledky koreSpondenc-
nej sutaze budu priebezne zverejiiované aj na internete na nasej webovej stranke
www.matmix.sk.

Ziakom druhého stupia zakladnej $koly a Zziakom 1. aZ 4. roénika osemroénych
gymndzii je uréena kategoria Z a su pre nich urcené ulohy ¢. 1 az 4. Prvakom
strednych §kol a ziakom 5. ro¢nika osemrocnych gymnazii je urend kategoria C
sulohami 3 az 6. Druhdkom strednych $koél a ziakom 6. ro¢nika osemrocnych
gymnazii je uréend kategdria B s ilohami 5 az 8. Tretiakom a §tvrtdkom strednych
Skol a Ziakom 7. a 8. ro¢nika osemrocnych gymnazii je urCena kategoria A s ulohami
7 az 10. Ziakom, ktori majii zaujem o narocnejsie ulohy, je uréena kategéria m. Pre
tuto kategoriu su v kazdej sérii ur€ené ulohy 11 az 14. V pripade, Ze mate nejasnosti
v zadani alebo mate iné otazky, mozete svoje pripomienky adresovat’ na e-mailovu
adresu matmix@matmix.sk.

Prihlasku do koreSpondencnej sutaze nam poslite spolu s prvou sériou vasich
rieSeni. Uved’te na nej svoje meno, priezvisko, Skolu, triedu a stt’aznt kategoriu. Ak
chcete dostavat’ svoje opravené rieSenia s komentarmi spat” domov, napiSte ndm to
v prihlaske a zaSlite nam dve zndmky v hodnote 0,95 € (podla platného cennika
Slovenskej posty, pri¢om rieSenia mozeme zasielat’ aj viacerym rieSitel'om na jednu
adresu). Zaslanim svojich rieSeni na nasu adresu ndm udel’ujete stihlas na spracovanie
zaslanych osobnych tdajov v zmysle § 7 zdkona ¢. 428/2002 Z. z. o ochrane
osobnych udajov v platnom zneni na spracuvanie tychto osobnych tdajov za ucelom
evidencie sutaziacich v koreSpondencnej sutazi casopisu MATMIX a pri jej
vyhodnocovani, za ucelom vykonavania marketingovych ¢innosti, napr. zasielania
informacnych mailov. Sucasne suhlasite s vyuzitim svojej e-mailovej adresy za
uCelom dorucovania informacii a so zverejnenim nasledujucich tudajov vo
vysledkovej listine: meno, priezvisko, ro¢nik, pocet bodov, umiestnenie, Skola.
Stihlas sa poskytuje na dobu neur¢itt a moéze byt kedykol'vek odvolany
prostrednictvom pisomného oznamenia o odvolani doruc¢eného do redakcie. Zaroven
potvrdzujete, ze ste boli riadne pouceni o existencii prav dotknutej osoby uvedenych
v § 20 Zakona.

Upozornujeme vas, aby ste rieSenia pisali €itatePne na papiere formatu A4 (kan-
celarsky papier) a na kazdé rieSenie napisali hlavicku — svoje meno, Skolu a cislo
ulohy. V pripade, Ze sa rieSenie jednej ulohy nachddza na viacerych papieroch,
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zopnite ich. Na jednom papieri nemdézu byt napisané rieSenia viacerych tuloh.
Hodnotit’ budeme len také rieSenia, ktoré budii spiiiat’ tieto kritéria.

Do sut’aze sa moZete zapojit’ aj v druhej sérii. Podmienkou zaradenia do sutaze je
aj v takomto pripade zaslanie prihlasky spolu s rieSeniami, ktoré vypracujete.

RieSenia stutaznych uloh vypracujte sami! V pripade, Ze zistime, Ze nejaka
skupina navzajom odpisovala, kazdy jej ¢len dostane za danti tlohu 0 bodov, aj keby
bolo rieSenie spravne. Plny pocet bodov (5) patri len Gplnému rieSeniu. Preto treba
zdovodnit’ vSetky tvrdenia, ktoré v rieSeni pouZijete. V pripade, ze pouzijete vetu
alebo tvrdenie, ktoré nie je vSeobecne zname, uved'te aj literatiru, kde sa nachadza
jeho ddkaz. Uvedenie iba vysledku nie je postacujice. Ak niektora tlloha nema
rieSenie, treba ukazat’, preCo ho nema.

RieSenia kazdej série zasielajte do uvedeného terminu — rozhoduje peciatka na
obdlke (nezabudnite na pekné znamky) Ak poslete rieSenia po tomto termine,
strhneme vadm za kazdy deii omeSkania jeden bod (pod O bodov vSak klesnut
nemozete). Svoje rieSenia piste v slovenskom jazyku. RieSenia zasielajte na adresu:

Ing. Mgr. Martin Hrindk
MATMIX

Bratislavska 716/2

900 46 Most pri Bratislave

V pripade, Ze nebudete spokojni s ohodnotenim vasho rieSenia, moZete nam
poslat’ reklamaciu spolu s vasim rieSenim, odovodnenim a poZadovanym poctom
bodov. Vase rieSenie si eSte raz prezrieme a oznamime vam vysledok.

Vela zazitkov a krasnych chvil' pri rieSeni sit'aznych tloh vam praje redakcia
casopisu MATMIX.

PrihlaSka do koreSpondenénej sut’aze ¢asopisu MATMIX

PriCZVISKO: oo MO et eee e e aeeeeeaans
Kategoria: ....cccoocvveviieeiieeiieee e Trieda: .ooooveeeieeieeeieeee e,
S OLA: e — e ——a e et ————aeaat—————aaa————————
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Podpis: ..o




Skor nez za¢nete pisat’ svoje rieSenia

Vzhl'adom na skusenosti z minulych rokov sme sa rozhodli uverejnit’ zopar rad, ktoré
vam moézu pomodct’ pri pisani vasho rieSenia, presnejSie, akych chyb sa mate
vyvarovat’.

Mnohi z vas pouzivaji pri dokazovani rovnosti dvoch ¢isel kalkulacku. Takéto
rieSenia nikdy nebudu hodnotené ako spravne z jednoduchého dovodu — kalkulacky
maju len obmedzent presnost’, a ak vam vyjde na kalkulacke, Ze sa dve Cisla rovnaju,
neznamena to nutne, ze sa rovnaju aj v skuto¢nosti. Mozno sa liSia uz na prvom ne-
zobrazovanom desatinnom mieste. Kalkulacku teda nemoéZzete pouzivat’ na dokazo-
vanie rovnosti. V pripade dokazovania nerovnosti ju v§ak uz mézete vyuzit' v rozum-
nej miere — teda pri zistovani rozdielov na prvych dvoch — troch desatinnych mies-

tach. Napriklad na skonStatovanie, Ze 7% <10.

K rieSeniam pomocou pocitaca: Je vel'a tloh, v ktorych treba vyskuasat’ vel'mi ve-
I'a moznosti, ak clovek nendjde Sikovnu skratku, ktora mu pocet tychto moznosti zni-
71. Preto napriklad rieSenie typu ,,vyskiSame vSetky moznosti* nebude hodnotené ako
spravne. A to aj v pripade, Ze by ste v rieSeni uviedli tivahy o tom, Ze moZnosti je len
kone¢ne vela a podobne. V pripade, Ze chcete, aby ste za takéto rieSenie ziskali ne-
nulovy pocet bodov, musite vSetky moznosti vypisat, aby ste zistili, Ze to nie je ta
spravna cesta.

Taktiez si treba uvedomit’, ze ak vypiSete niekol'’ko moZnosti a pri nich dokazete,
Ze tvrdenie plati, nie je to dokaz tvrdenia vo vSeobecnosti.

V pripade, ak mate dokazat’ nejaké tvrdenie a postupujete spdsobom, Ze predpo-
kladate platnost’ tohto tvrdenia a dospejete k pravdivému tvrdeniu, tak ste nedokazali
vobec ni¢. Uvedieme priklad: Predpokladajme, Ze 1=2. Vyndsobenim oboch stran
rovnosti nulou dostdvame pravdivé tvrdenie 0=0. Mo6Zeme teraz tvrdit, Ze sme do-
kazali platnost’ tvrdenia 1=2? Sami vidite, Ze sme ni¢ nedokazali... Ak vSak pouZzi-
vame ekvivalentné Gpravy, uz je to iné. Ale to treba spomenut’.

Pri pisani svojich rieSeni davajte pozor aj na oznacenie, aby bolo jasné, ¢o o zna-
mend. Pri nespravnom oznaceni moézete stratit’ body, aj ked’ je rieSenie v principe
spravne. Dalej treba davat’ pozor aj na to, aby ste na dvoch réznych miestach neozna-
¢ili jednym oznacenim dve rdzne skuto¢nosti.

Na zéver vdm odporicame, aby ste si svoje rieSenia nakoniec vzdy eSte raz pre-
¢itali. Mozno sami zistite, ze tomu, ¢o ste napisali, nerozumiete ani vy sami, lebo
opravovatelia nemaju telepatické schopnosti.

Martin Hrinak



Zadania 1. série uloh koreSpondencnej sut’aze

1. Styri kucharky v $kolskej jedalni naistia 5 kilogramov zemiakov za 10 mint.
Kolko kucharok rovnakej vykonnosti by muselo pracovat, aby stihli nacistit

9 kilogramov zemiakov za 12 min0t?

2. Farmar chcel rozdelit’ svoje stddo koni medzi Styroch synov. NajstarSiemu chcel
dat’ tretinu, druhému najstarSiemu Stvrtinu a dvom najmlads$im chcel dat’ kazdému
patinu poctu koni. Nevedel to urobit’ presne bez toho, aby musel rozdelit’ kona.
Potom sa mu narodilo Zriebd, sktorého pomocou dokdzal svoje stado
pozadovanym sposobom rozdelit’ medzi synov a navySe mu toto Zriebd ostalo.
Zistite, kol’ko koni malo farmérovo stado pred narodenim zZriebédta a kol'ko koni

dostali jednotlivi synovia.

3. Na zahradke je niekol’ko maciek a husi. Spolu ich je 90 a dokopy maju 258 nodh.

Kolko je na dvore maciek a kol'ko husi?

4. Deti na oslave jedli bonboniéru. Ked’ dojedli, mamicka odpratala obal a spytala sa,
¢i si pamétaji kolko bonbdénov zjedli. Ked'Zze nevedeli, rozhodla sa im pomoct.
Orieskovych bonbonov bolo o 10 viac ako visnovych, mlieénych trikrat tol'ko ¢o
visSiovych a zaroven rovnako ako orieskovych a viSiiovych dohromady. Kolko

bonbonov bolo akej prichuti?

5. Sacin piatich prvocisel je Sest'ciferné Cislo ABCABC, kde A4, B a C su cifry. Zistite
hodnotu 4, B a C, ak viete, Ze jedno z tychto piatich prvocisel je 491.

6. Horolezecka vyprava vytesala do l'adovca cCast’ ¢iselnej osi (1, 2, 3, ...). V tych
dioch nasli horolezci na l'adovci stopy bajneho snezného muza, ktory sa vybral na
prechadzku po tejto ¢iselnej osi. Jedna zo stdp pochadzala od mlad’ata, ktoré malo
nohu ¢. 3 — zakryvala totiZ tri po sebe iduce prirodzené ¢isla. Sucet tychto Cisel bol
2016. Na inom mieste nasli badatelia ovel’a va¢Siu stopu dospelého jedinca. Aj pre
tuto stopu platilo, Ze sucet Cisel, ktoré zakryvala, bol 2016. Aké najvicsie Cislo

nohy mohol mat dospely snezny muz, ktory sa prechadzal po ¢iselnej osi?



7.

10.

11.

12.

13.

14.

Z dvoch podobnych trojuholnikov ma jeden obvod 100 jednotiek a druhy ma
strany postupne o 8, 14 a 18 jednotiek vi¢sie ako prvy. Vypoditajte dizky stran

oboch trojuholnikov.

. Stvorec ABCD ma velkost strany 6 cm. Stredy stran AB a AD oznaéme ako body

E a F. Usecky CF a DE rozdelia §tvorec na $tyri itvary. Vypoditajte obsahy tychto

utvarov.

. Dokazte, ze ¢islo 2'"% —1 je delitelné ¢islom 1093

Najdite vSetky prirodzené Cisla m, n, ktoré st rieSeniami rovnice 2" —3" =7.

Zistite, ¢i existuje mnoZzina 4 024 takych prirodzenych ¢isel, ze sucet Cisel I'ubo-

volnej 2 013-prvkovej podmnoziny tejto mnoziny nie je delitelny ¢islom 2 013.

Nech a, b, ¢ st kladné redlne ¢isla, ktorych stcin nie je viacsi ako ich sucet.
Dokéazte, ze potom plati nerovnost’
a+b*+c* > \/gabc.

s el . e . _ o v _
Postupnost {an}nzl je definovanad predpisom a,,, =3a, —a, ;, pricom a, =20,

n

a, =30. Najdite vSetky prirodzené Cisla n, pre ktoré je 5a,,,a, +1 druhou mocni-

nou celého ¢isla.

Dokazte, ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati nasledujica nerovnost’:

(2n” +3n+1)" 26" (n1)’

Termin odoslania rieSeni uloh 1. série: do 28. 11. 2016

RieSenia zasielajte na adresu:

MATMIX

Ing. Mgr. Martin Hrinak
Bratislavska 716/2

900 46 Most pri Bratislave

7



Zadania uloh domaceho kola 66. ro¢nika Matematickej olympiady
Kategoria 75

1. Zvonkohra na nadvori hra o kazdej celej hodine kratku skladbu, a to pocinajuc 8.
a konc¢iac 22. hodinou. Skladieb je celkom osemnast’, o celej hodine sa hra vzdy iba
jedna a po odohrani vSetkych osemnadstich sa za¢ina v rovnakom poradi znova. Ol'ga
a LCubos boli na nadvori v pondelok o 15. hodine. Ten isty tyzden si prisSli zvonkohru
vypocut’ eSte raz na poludnie, na ich sklamanie vSak hrala ta istda melddia, ktora
poculi v pondelok. Ktory deni bola Ol'ga s CuboSom na nadvori druhy raz?

(Libor Simének)

2. V kazdom z rohovych policok vonkajsSieho Stvorca ma byt napisané jedno z Cisel
2,4, 6 a8, pricom v roznych polickach maji byt rézne ¢isla. V Styroch polickach
vnatorného Stvorca maja byt suciny Cisel zo susediacich poli€ok vonkajSieho Stvorca.
V kruhu ma byt’ sucet ¢isel zo susediacich poliCok vnutorného Stvorca. Ktoré Cisla
mozu byt napisané v kruhu? Urcte vSetky moznosti.

(Monika Dillingerova)

3. Na obrazku je §tvorcova dlazdica so stranou dizky 10 dm, ktord je zloZend zo
styroch zhodnych obdiznikov a malého §tvorca. Obvod malého §tvorca je patkrat
mensi ako obvod celej dlazdice. Uréte rozmery obdiZznikov.

(Karel Pazourek)




4. Predavac viano¢nych stromcekov predaval smriecky po 22 €, borovicky po 25 €
a jedlicky po 33 €. Rano mal rovnaky pocet smrieckov, jedli¢iek a borovic. Vecer
mal vSetky stromc¢eky predané a celkom za ne utfzil 3 600 €. Kol'ko strom¢ekov v ten

den predavac predal?
(Marie Krejcova)

5. NapiSte namiesto hviezdiCiek cifry tak, aby sucet doplnenych cifier bol neparny
a aby platila uvedena rovnost”:
42 - %8 =Dwkx

(Libuse Hozov4)

6. Jarka zostrojila dva zhodné rovnostranné trojuholniky ako na obrazku. Dalej chce
zostrojit’ vSetky kruznice, ktoré budu mat’ stred v niektorom z vrcholov a budu
prechadzat’” niektorym inym vrcholom niektorého z trojuholnikov. Zostrojte
a spocitajte vSetky kruznice vyhovujice Jarkinym poziadavkam.

(Karel Pazourek)

Kategoria Z.6

1. Jana a David trénuju sc¢itanie desatinnych cisel tak, ze kazdy z nich napisSe jedno
Cislo a tieto dve Cisla potom scitaju. Posledny priklad im vysiel 11,11. Davidovo ¢islo
malo pred desatinnou ¢iarkou rovnaky pocet cifier ako za fiou, Janino Cislo tiez.
Déavidovo ¢islo bolo zapisané navzajom r6znymi ciframi, Janino ¢islo malo prave dve
cifry rovnaké. Urcte najvacsie mozné ¢islo, ktoré mohol napisat’ David.

(Michaela Petrova)

2. Pan Kockorad vlastnil zdhradu obdiZnikového tvaru, na ktorej postupne dlazdil
chodniky z jednej strany na druht. Chodniky boli rovnako Siroké, krizovali sa na

dvoch miestach a uz vydlazdena plocha sa pri d’alSom dlazdeni preskakovala. Ked’



pan Kockorad vydlazdil chodnik rovnobezny s dlh$ou stranou, spotreboval 228 m’
dlazby. Potom vydlazdil chodnik rovnobezny s kratSou stranou a spotreboval 117 m?
dlazby. Nakoniec vydlazdil eSte jeden chodnik rovnobezny s prvym chodnikom,
tentoraz spotreboval len 219 m” dlazby. Uréte rozmery Kockoradovej zahrady.
(Michaela Petrova)

3. Mnohonozka Mirka pozostava z hlavy a niekol’kych ¢lankov, na kazdom clanku
ma jeden par noh. Ked’ sa ochladilo, rozhodla sa, Ze sa obleCie. Preto si na tretom
¢lanku od konca a potom na kazdom d’alSom tretom ¢lanku obliekla ponoZku na l'avu
n6zku. Podobne si na piatom ¢lanku od konca a potom na kazdom d’alSom piatom
¢lanku obliekla ponozku na prava ndézku. Napokon zistila, ze na 14 c¢lankoch jej
zostali obe nohy bosé. Zistite, kol'ko celkom ndh mohla mat’ mnohonozka Mirka;
urcte vSetky moznosti.

(Erika Novotna)

4. Styri rodiny boli na spoloénom vylete. V prvej rodine boli traja surodenci, a to
Alica, Betka a Cyril. V druhej rodine boli Styria surodenci, a to David, Erika, Filip
a Gabika. V tretej rodine boli dvaja strodenci, a to Hugo a Iveta. Vo Stvrtej rodine
boli traja surodenci, a to Jan, Karol a Lukas. Cestou sa deti rozdelili na skupiny tak,
ze v kazdej skupine boli vSetky deti s rovnakym poctom bratov a nikto iny. Ako sa
mohli deti rozdelit'”? Urcte vSetky moznosti.

(Veronika Hucikova)

5. Juro si nakreslil Stvorcovu siet’ s 25 Stvor¢ekmi, pozri obrazok. Potom chcel kazdy
Stvor¢ek vyfarbit’ tak, aby rovnako vyfarbené StvorCeky nemali spolo¢ny ziadny
vrchol. Kol'ko najmenej farieb musel Juro pouzit'?

(Monika Dillingerova)
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6. Do prazdnych poli¢ok v nasledujucom obrazku dopliite celé ¢isla vicsie ako 1 tak,

aby v kazdom tmavSom policku bol suéin ¢isel zo susednych svetlejSich policok.
(T. Salcak)

N Y
) 4

Kategoria 7.7

1. Stvorec so stranou 4 cm je rozdeleny na §tvoréeky so stranou 1 cm ako na obrazku.
Rozdel'te §tvorec pozdiZ vyznadenych &iar na dva utvary s obvodom 16 cm. Najdite
aspon tri rOzne rieSenia (tzn. také tri rieSenia, aby Ziadny utvar jedného rieSenia nebol
zhodny so Ziadnym utvarom iného rieSenia).

(Veronika Hucikovd)

2. Na lyziarske ststredenie prisli 4 kamarati zo 4 svetovych stran a viedli nasledujici
rozhovor.

Karol: ,,NepriSiel som zo severu ani z juhu.*

Mojmir: ,,Zato ja som priSiel z juhu.*

Jozef: ,,PriSiel som zo severu.

Zdeno: ,,Ja som z juhu nepriSiel.*
Vieme, ze jedna vypoved nie je pravdiva. Urcte, ktord to je. Kto teda priSiel zo
severu a kto z juhu?

(Marta Volfova)
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3. Anicka ma 5 €, Anezka ma 4,60 € a za vSetky peniaze chct kupit' zakusky na
rodinnl oslavu. Rozhoduji sa medzi tortickami a veternikmi: veternik je o 0,40 €
drahsi ako torticka a tortiCiek by sa dalo za vSetky peniaze kupit’ o tretinu viac ako

veternikov. Kol’ko stoji kazdy zo zakuskov?
(Marta Volfova)

4. Napiste namiesto hviezdiCiek cifry tak, aby nasledujuci zapis sicinu dvoch cisel

bol platny:

O X | % *
*

=% R X % %

(Libuse Hozov4a)

5. Dany je trojuholnik 4ABC so stranami ‘AB‘ =3cm, BC‘ =10cm a s uhlom 4BC

s vel'kostou 120°. Narysujte vSetky body X také, aby platilo, Ze trojuholnik BCX je
rovnoramenny a sucasne trojuholnik ABX je rovnoramenny so zakladnou 45.
(Eva Semeradova)

6. Urcte, pre kol'’ko prirodzenych ¢isel vacsich ako 900 a mensich ako 1 001 plati, Ze
ciferny sucet ciferného suctu ich ciferného sictu sa rovna 1.
(Eva Semeradova)

Kategoria 78

1. Tri kamaratky veveri¢ky spolu vyrazili na zber lieskovych orieskov. Rysavka ich
naSla dvakrat viac ako Pizizubka a Uska dokonca trikrat viac ako Pizizubka. Cestou
domov sa zhovarali a pritom luskali a jedli svoje oriesky. Pizizubka zjedla polovicu
vSetkych orieSkov, ktoré nazbierala, RySavka tretinu vSetkych svojich orieSkov
a USka Stvrtinu tych svojich. Doma vevericky zistili, ze im dokopy zvysilo
196 orieskov. Kol'ko orieskov nasla kazda z vevericiek?

(Michaela Petrova)
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2. Na kazdej stene pravidelného osemstena je napisané jedno z Cisel 1, 2, 3,4, 5,6, 7
a 8, pricom na roznych stenach s rozne Cisla. Pre kazda stenu Jaro urcil sucet Cisla
na nej napisaného s Cislami troch susednych stien. Takto dostal osem suctov, ktoré
tiez sCital. Aké hodnoty moze tento vysledny sucet nadobudat’™?

(Jaroslav Zhouf)

3. Pri strel’be z luku sa okrem iného sleduje vykonnost strelca. T4 sa pocita tak, Ze sa
zo vSetkych pokusov odoberie jeden najlep$i a jeden najhorS$i a z hodnotenia
zvySnych sa spocita aritmeticky priemer. Kamarati Peter, Juraj, Michal a Zdeno
strielali po jednom Sipe v Styroch kolach. Kazda strela bola hodnotena celym ¢islom
od 0 do 10. V kazdom kole bol stcet hodnoteni vSetkych chlapcov 32 bodov, ale ani
v jednom kole nemali Ziadni dvaja chlapci rovnaké hodnotenie. V nasledujice;j

tabul’ke st vyplnené iba niektoré udaje z uvedeného zapasu, dopliite tie chybajuce.

1. kolo | 2. kolo | 3. kolo | 4. kolo | vykonnost
Peter 5 10
Juraj 9 10 7,5
Michal 5 8
Zdeno 8,5
celkom 32 32 32 32 —
(Monika Dillingerova)

4. Lichobeznik ABCD je Gseckou CE rozdeleny na trojuholnik a rovnobeZnik, pozri
obrazok. Bod F je stredom tUseCky CE, priamka DF prechadza stredom usecky BE
a obsah trojuholnika CDE je 3 cm”. Uréte obsah lichobeznika ABCD.

(Eva Semeradova)
D C

A E B

5. Mamicka doniesla 10 zdkuskov troch druhov: kokosiek bolo menej ako laskoniek

a najviac bolo karamelovych kociek. Jozef si vybral dva zakusky réznych druhov,
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Jakub urobil to isté a na Jana zvysili iba zdkusky rovnakého druhu. Kolko kokosiek,
laskoniek a karamelovych kociek mamicka doniesla?

(Veronika Hucikova)

6. Kazda tehlicka nasledujucej pyramidy obsahuje jedno cislo. Kedykol'vek to je
mozné, je Cislo v kazdej tehlicke najmensim spoloénym nasobkom cisel z dvoch
tehli¢iek leziacich priamo na nej. Ktoré ¢islo moéze byt v najspodnejSej tehlicke?
Urcte vSetky moZznosti.

(Alzbeta Bohinikova)

13 14

Kategoria 7.9

1. Vo vsetkych deviatich poli€kach utvaru maji byt vyplnené prirodzené ¢isla tak,
aby platilo:
e kazdé z Cisel 2, 4, 6 a 8 je pouzité aspon raz,
e Styri policka vnatorného Stvorca obsahuju suciny &isel zo susediacich policok
vonkajSieho Stvorca,
e v kruhu je sucet ¢isel zo susediacich poli¢ok vnutorného Stvorca.
Zistite, ktoré najmensie a ktoré najvicsie Cislo moze byt napisané v kruhu.

(Monika Dillingerova)

2. Z bodu A do bodu C vedie nau¢ny chodnik prechadzajuci bodom B a inakadial

tiez Cervena turisticka znacka, pozri obrazok. Okrem toho sa da pouzit' aj
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nezakreslend skratka dlha 1 500 metrov zacinajica v A a Ustiaca na ndu¢nom
chodniku. Vojtech zistil, Ze
e vylet z A po Cervenej do C a po nau¢nom chodniku spat’ do A je dlhy 7 700
metrov,
e vylet z B po nau¢nom chodniku do C a potom po Cervenej do A je dlhy 5 800
metrov,
e s vyuzitim skratky je cesta z A do B dlha 1 700 metrov,
e vylet z A po ndu¢nom chodniku do C a spiat do A najskor po naucnom
chodniku a potom po skratke je dlhy 8 800 metrov.
Uréte dizku nauéného chodnika z A do C. Pokial’ zadanie pripista viac odpovedi,

uved’te vSetky.
(Libor Simtinek)

A

3. Julii sa zakotul’ala lopticka do bazéna a plavala vo vode. Jej najvyssi bod bol 2 cm
nad hladinou. Priemer kruznice, ktort vyznacila hladina vody na povrchu lopticky,
bol 8 cm. Urcte priemer Juliinej lopticky.

(Libuse Hozov4)

4. Katka si myslela patciferné prirodzené Cislo. Do zoSita napisala na prvy riadok
sucet myslené¢ho ¢isla a polovice myslené¢ho Cisla. Na druhy riadok napisala sucet
mysleného Cisla a patiny mysleného Cisla. Na treti riadok napisala sucet myslen¢ho
¢isla a devitiny mysleného c¢isla. Nakoniec scitala vSetky tri zapisané ¢isla a vysledok
napisala na Stvrty riadok. Potom s Gzasom zistila, Ze na Stvrtom riadku ma zapisant
tretiu mocninu istého prirodzeného cCisla. Urcte najmensie Cislo, ktoré si Katka mohla
mysliet’ na zaciatku.

(Lucia Ruzickova)
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5. Mysky si postavili podzemny domc¢ek pozostavajuci z komorok a tunelekov:

e kazdy tunelcek vedie z komdrky do komorky (tzn. Ziadny nie je slepy),

e 7 kazdej komorky vedu prave tri tuneléeky do troch roznych komorok,

e 7 kazdej komorky sa da tunel¢ekmi dostat’ do ktorejkol'vek inej komorky,

e v domceku je prave jeden tuneléek taky, ze jeho zasypanim sa domcek rozdeli

na dve oddelené Casti.
Kol'ko najmenej komoérok mohol mat myS$i domcéek? Nacrtnite, ako mohli byt
komorky pospéjané.
(Alzbeta Bohinikova)

6. Dana je tse¢ka 4B dizky 12 cm, na ktorej je jednou stranou poloZeny $tvorec
MRAK so stranou dizky 2 cm, pozri obrazok. MRAK sa postupne preklapa po usecke
AB, pricom bod R zanechdva na papieri stopu. Narysujte celi stopu bodu R, kym
Stvorec neobide tsecku AB z oboch stran a nevrati sa do svojej povodnej polohy.
(Monika Dillingerova)

Kategoria C

1. Dokazte, ze pre 'ubovolné reédlne ¢islo a plati nerovnost’

1
a+———>a+l.

a’—a+l
Urcte, kedy nastava rovnost’.
(Jaroslav Svréek)

2. N4jdite najvacsie prirodzené Cislo d, ktoré ma ti vlastnost’, ze pre 'ubovol'né priro-
dzené ¢islo n je hodnota vyrazu
V(n) =n*+11n" =12
delitel'na Cislom d.
(Ale§ Kobza)
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3. Pita vysky z vrcholu C v trojuholniku ABC deli stranu AB v pomere 1 : 2. Dokazte,

e pri zvy¢ajnom oznaéeni diZok stran trojuholnika 4BC plati nerovnost’ 3‘a — b‘ <c.

(Jaroslav Svréek)

4. Najdite vSetky trojéleny P(x)=ax’+bx+c s celodiselnymi koeficientmi a, b, c,
pre ktoré plati P(1)< P(2)< P(3) a zérover (P(1)) +(P(2)) +(P(3)) =22.
(Tomas Jurik)

5. V danom trojuholniku ABC zvol'me vnutri strany AC body K, M a vnutri strany BC
body L, N tak, ze ‘AK‘ = ‘KM‘ = ‘MC , BL‘ = ‘LN‘ = ‘NC‘. Dalej oznaéme E prieseénik
uhlopriecok lichobeznika ABLK, F priese¢nik uhloprieCok lichobeznika KLNM a G
priesecnik uhlopriecok lichobeznika ABNM. Dokézte, ze body E, F a G lezia na
taznici z vrcholu C trojuholnika ABC a urcte pomer ‘GF ‘ : ‘EF ‘

(Sarka Gergelitsova)

6. a) Marienka rozmiestni do vrcholov pravidelného osemuholnika rézne pocty od
jedného po osem cukrikov. Peter si potom moZe vybrat, ktoré tri kopky
cukrikov da Marienke, ostatné si ponechd. Jedinou podmienkou je, Ze tieto tri
kopky lezia vo vrcholoch rovnoramenného trojuholnika. Marienka chce
rozmiestnit’ cukriky tak, aby ich dostala ¢o najviac, nech uz Peter trojicu
vrcholov vyberie akokol'vek. Kol'ko ich tak Marienka zarucene ziska?

b) Rovnakua ulohu vyrieSte aj pre pravidelny devituholnik, do ktoré¢ho vrcholov
rozmiestni Marienka 1 az 9 cukrikov. (Medzi rovnoramenné trojuholniky
zarad’ujeme aj trojuholniky rovnostranné.)

(Jaromir Simsa)
Kategoria B

1. Kazdému vrcholu pravidelného 66-uholnika priradime jedno z Cisel 1 alebo —1. Ku
kazdej tisecke spdjajucej dva jeho vrcholy (strane ¢i uhlopriecke) potom pripiSeme
sucin ¢isel v jej krajnych bodoch a vSetky &isla pri jednotlivych useckach s¢itame.
Urcte najmensiu moznl a najmensiu nezaporn hodnotu takéhoto stuctu.

(Pavel Calabek)
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2. Urcte vsetky dvojice (a, b) redlnych parametrov, pre ktoré ma ststava rovnic
‘x‘ +y=a,
2 ‘ y‘ —x=b>
prave tri rieSenia v obore realnych Cisel, a pre kazdu z nich tieto rieSenia urcte.

(Jaroslav Svréek)

3. Na kruznici k su zvolen¢ body 4, B, C, D, E (v tomto poradi) tak, ze plati
|AB|=|CD|=|DE|. Dokézte, ze taziska trojuholnikov ABD, ACD a BDE lezia na
kruznici sustrednej s kruznicou £.

(Tomas Jurik)

4. Ngjdite vSetky osemciferné c¢isla *2+0+1+6 so Styrmi nezndmymi neparnymi
ciframi vyzna€enymi hviezdi¢kami, ktoré st delitelné ¢islom 2 016.

(Jaromir Simsa)

5. Dany je pravouhly trojuholnik ABC s preponou AB. Oznaéme D pétu jeho vysky
z vrcholu C a M, N priesecniky osi uhlov ADC, BDC so stranami AC, BC. Dokazte,
ze plati

2|AM || BN|=|MN] .

(Jaroslav Svréek)

6. Urcte vietky redlne &isla r také, Ze nerovnost’ a’ +ab+b’ > a” +b* plati pre vietky
dvojice realnych cCisel a, b, ktoré su vicsie alebo rovné r.
(Jan Mazék)

Kategoria A

1. Najdite vSetky prvocisla p, pre ktoré existuje prirodzené Cislo n také, ze p" +1 je
tretou mocninou niektorého prirodzeného cisla.
(Jan Mazéak, Robert Toth)

2. Mame n” prazdnych $katal’; kazda z nich ma $tvorcové dno. Vyika aj Sirka kazdej

Skatule je prirodzené Cislo z mnoZiny {1, 2, ..., n}. Kazdé dve Skatule sa liSia aspon
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v jednom z tychto dvoch rozmerov. Jednu Skatul'u je dovolené vlozit' do druhej, ak
ma oba rozmery menSie a aspon jeden z rozmerov ma aspoil o 2 menSi. Takto
moZeme vytvorit’ postupnost’ Skatil’ vlozenych navzajom do seba (t. j. prva Skatul’a je
vnutri druhej, druhé Skatula je vnutri tretej atd’.). Kazda takito sadu ulozime na inu
poli¢ku. Uréte najmensi mozny podet polidiek potrebny na uskladnenie vietkych n*
Skatual’.

(Peter Novotny)

3. Dany je ostrouhly trojuholnik ABC s vySkami AK, BL, CM. Dokazte, ze trojuholnik
ABC je rovnoramenny prave vtedy, ked’ plati rovnost’
|AM |+ |BK|+|CL|=|AL|+|BM|+|CK]|.

(Jaromir Simsa)

4. Najdite vSetky funkcie f: — , ktoré maju pre kazdé prirodzené cislo m
nasledujucu vlastnost’: Ak oznaCime d,,d,, ..., d, vSetky delitele ¢isla m, plati

f(d) f(dy)-.... f(d,)=m.
(Pavel Calabek)

5. Vnutri zékladne 4B rovnoramenného trojuholnika ABC lezi bod D. Zvol'me bod E
tak, aby ADEC bol rovnobeznik. Na polpriamke opac¢nej k ED lezi bod F taky, ze
‘EB‘ = ‘EF ‘ Dokazte, ze dizka tetivy, ktor( vytina priamka BE na kruZnici opisanej

trojuholniku ABF, je dvojnasobkom dizky Gse¢ky AC.
(Jan Kuchatik, Patrik Bak)

6. Vyrieste v obore redlnych cisel stistavu rovnic

k—x"=y,
k—y> =z,
k—z"=u,
k—u’=x

s realnym parametrom k z intervalu <O, 1> :

(Jaroslav Svréek)
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Uvidiet’ harmonicky priemer

Uloha: Ukazte, Ze velkost priecky lichobeznika, ktora prechadza prieseénikom jeho

uhloprie¢ok a je rovnobeznd so zakladiiami, je harmonickym priemerom velkosti

oboch jeho zakladni.
RieSenie: Oznacme patricné body ako na obrazku, kde ‘AB‘ =a, CD‘ =c.
D C
E
A B

Trojuholniky ABT a CDT st podobné podla vety uu (rovnobezky AB, CD su
pretaté prieckami AC, BD, a tak dve dvojice zodpovedajtcich si uhlov v tychto

trojuholnikoch tvoria striedavé uhly). Potom plati ‘AT ‘ : ‘T C ‘ =a:c,t.]. ‘T C ‘ =< ‘AT ‘
a

Trojuholniky 7FC a ABC su tiez podobné podl'a vety uu s koeficientom podobnosti

@:@. Teda mézeme vyjadrit’ ‘TF ‘ = ‘AB‘-H, teda plati
|AC| |48 laC
\TF\:E- |AT|-| 4B _ c-|AT| _ c-|AT| _ ¢ _ac
a |AT|+|TC| |AT|+|TC]| AT|+ € JaT] 14€ ate
a a
Podobne pre trojuholniky 7EA a CDA s koeficientom podobnosti M = H plati
l4C| |DC|
‘ET‘ZC_\ATL c-|AT| _ c-|AT| __c _ac
|AC| |AT|+|TC| AT|+ € JaT] 14€ ate
a a
Potom plati |EF|=|ET|+|TF|=2- 2°° - 2 , o je harmonicky priemer a, c.
atc 1.1
a c
Dusan Jedindk
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CriepKy z histérie matematickej kultuary

Zaujimava Ciselna postupnost’

Pozrite sa na postupnost’ ¢isiel: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55... Viete podla
spoznan¢ho pravidla napisat’ d’alSie Cisla? Od tretieho Cisla po€inajuc, vznika tato
postupnost’ Cisiel tak, Ze sucet predchadzajticich dvoch je h'adanym d’al§im Cislom.
Teda pre kazdé i=3 plati a =a,,+a,_,. Postupnost’ stouto vlastnostou je
prikladom rekurentnej postupnosti, lebo ked’ chcete poznat’ d’alsi ¢len, musite ,,bezat’
spat* (latinsky recurrere), aby ste podl'a ur¢itého pravidla pouzili
predchadzajuce c¢leny. Spominand postupnost’ dnes nazyvame
Fibonacciho postupnost. Takto ju pomenoval francuzsky
matematik F. Lucas (1842 — 1891) na pamiatku jedného
.z najlepsich matematikov celého stredoveku. Leonardo z Pisy

i (okolo rokov 1170 — 1240; na obrazku), prezyvany Fibonacci

(dobrakov syn), napisal vyznamnt ucebnicu Liber abaci — Kniha
o abaku (1202, doplnend 1228; tu sa pod pojmom abakus rozumie aritmetika).
Obsahovala vyklad o vyhodéach indicko-arabského desiatkového pozi¢ného systému
aj aritmetiku i algebru linedrnych a kvadratickych rovnic v plnej hibke a uplnosti.
Fibonacci skiimal aj rozklad Cisiel na sucin prvocisiel, odhal’oval kritéria delitelnosti,
napr. ¢islami 2, 3, 5, 9. Podal vyklad poznatkov o imerach. Zlomky upravoval na
najmensSich spolo¢nych menovatelov. Ako prvy v Eurdpe priSiel na myslienku
zaviest zaporné Cisla a predstavoval si ich ako dlh. Vedel dobre riesit’ neurcité
rovnice 1 priblizne ur€ovat’ druhé 1 tretie odmocniny. Luca Pacioli (1445 — 1514)
zaradil tieto poznatky do svojej Summy aritmetiky (vysla tlaCou v Benatkach, 1494).
Leonardo Pisansky prispel v Europe k zavedeniu indickych cifier a nuly. Samostatne
rozpracoval nové algebrické postupy pre kupecké pocty 1 geometrické problémy,
priblizné vypocty aj tedriu Cisiel. Vytvoril nové pdvodné ulohy, kladol doraz na
dokazy. Stal sa prvym europskym stredovekym matematikom, ktory zvladol arabsku
matematiku, sprostredkoval ju, ale aj obohatil. Spoznal, Ze aritmetika, algebra

a geometria spolu suvisia a vytvdraju matematicki jednotu. Na jeho pocest

nazyvame identitu (a2 + bz)-<c2 + dz) = (ac+bd)’ +(ad —bc)" Fibonacciho identita.

Dusan Jedinak
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