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Redak¢na posta

Mili Citatelia,

v tomto predvianotnom c¢isle zaciname historicky serial clankom o Alanovi
Turingovi, ¢lovekovi, po ktorom je pomenovany aj tzv. Turingov stroj, ktory je
znamy najma v oblasti teoretickej informatiky, ktora je zase vel'mi zko prepojend

s matematikou.

Na dlhé zimné ve€ery sme vam priniesli sériu 17 uloh pre rok 2017. Ako uz samotny
ndzov naznacuje, ide o ulohy, v ktorych ma hlavné slovo Cislo 2017. Zarovenn vam
prindsame aj rieSenia tychto Gloh, aby ste si mohli skontrolovat’ svoje rieSenia. Dalgia

séria uloh je spojend s lichobeznikmi — podari sa vam vyriesit’ vSetky ulohy?

V koreSpondencnej sut'azi v Skolskom roku 2017/2018 vam prinaSame rieSenia prvej

série uloh a zadania druhej série sutaznych uloh.

V ¢lanku KruZnice, Spiraly a ruze v polarnych stradniciach vdm prinaSame kratky
uvod do polarnych suradnic a zarovei prindSame aj jednu ulohu na zamyslenie. Ak sa
vam ju podari vyries$it, poSlite nam svoje rieSenie a ak bude spravne, uverejnime ho
v nasledujucom c¢isle ¢asopisu.

Prajem vam pokojny zaver roka a vSetko dobré v tom novom.

Martin Hrinak



Alan Turing

Kultarne dejiny l'udstva uz dlho poznaji rézne spdsoby uta-
jovania. Sifrované spravy rozhodovali o osude §tatov i jednotliv-
cov. Z kryptologie sa vyvinula veda s pocitatovym vybavenim
a nezanedbate'nym matematickym softwarom. K matematikom,
ktori prispeli k tvorbe Sifrovacieho pristroja (AGNES), patri
Alan Mathison Turing (23. 6. 1912 — 7. 6. 1954), priekopnik

| zostrojenia elektronickych samocinnych pocitacov.

Mal Velml vzdelanych rodiGov, ktori sa zosobasili v Indii. Skolu navstevoval
v Sherborne a potom Studoval matematiku na univerzite v Cambridge. Bol
kritizovany za svoj rukopis, zéapasil sanglitinou, zchémie si robil vlastné
experimenty, mal svoj myslienkovy svet, v ktorom mali svoje miesto aj teoria
relativity a kvantova mechanika. V roku 1934 promoval, v roku 1935 sa stal clenom
Kréalovského kolégia a obhajoval dizertatni pracu na tému Zakladnd limitna veta
pravdepodobnosti. V rokoch 1936 — 1938 Studoval na univerzite v Princetone
(doktorat u A. Churcha). Pocas 2. svetovej vojny bol aj dostojnikom pre
dekddovanie. Od roku 1945 pracoval v ndrodnom fyzikalnom laboratoriu. Neskor
presiel na univerzitu do Manchesteru. V roku 1951 sa stal
: ¢lenom Londynskej kralovskej spolo€nosti. V roku 1952 bol
A 2 -S\g_‘,‘b\?" vdzneny za nasilné protesty proti obmedzeniam britskych
\ﬁ’ﬁ > ’_//—' homosexualov. Nefakana smrt priS§la 7. jina 1954 vo
..-—-"/” \\\»\(\\E Wilmslowe. VySetrovanie ur¢ilo za pri¢inu smrti samovrazdu

o SR otravenim kyanidom. Jeho matka tvrdila, Ze to bola nehoda.

Turing venoval pozornost matematickej logike ateoérii rekurzivnych funkecii.
V praci On Computable Numbers (O pocitatelnych Ccislach) vypracoval tedriu
algoritmov. Sucasne s E. S. Postom publikoval v roku 1936 tedriu abstraktného
pocitaca, kde vysvetlil funkéné procesy pocitatového automatu 1936. V roku 1947
zverejnil pracu Mysliaci stroj — kacirska teoria, kde uvazoval o uciacom sa stroji
a umelej inteligencii. V roku 1950 sa zaoberal biologickymi javmi a ich vysvetlenim
matematickym a algoritmickym popisom.

Zariadenie obsahuje hlavicu a pasku. Hlavica je mechanizmus, ktory v kazdom
okamihu ukazuje na jedno okienko pdsky. Stroj ma moznost posunu o jedno okienko

dolava a doprava. V okienkach mozu byt zapisané symboly konecnej abecedy. Paska



prechddza citacou hlavicou, ktora priradi riadiacej jednotke pre kazdy okamih jeden
z moznych stavov. Jednotka obsahuje program, ktory urcuje podla konkrétneho stavu
novy stav. Takto bol opisany model abstraktného programovacieho stroja na
spracovanie symbolov.

Alan Mathison Turing prispel k rieSeniu problémov efektivne vycislitelnych
funkcii, aproximdcii Lieovych grup i1 tedrie Riemannovej dzeta funkcie. Spresnil
intuitivny pojem algoritmu arozvinul metddy rieSenia algoritmizovatelnych
problémov. Podiel’al sa na realizacii prvého anglického pocitaca a jeho programového
vybavenia. Predpokladal, Ze stroje mézu imitovat’ mysSlienkové procesy, generovat
odpovede mimo rdmec ohrani¢enej mnoziny moZznosti, prejavit umelu inteligenciu.
Presvedc¢il seba aj ostatnych, Ze principidlna moZnost rieSenia l'ubovolného
algoritmizovatel'ného problému je technicky redlna.

Dusan Jedindk

17 uloh pre rok 2017

Pontkam jednoduché a mozno aj niektoré mierne pod-

netné Ulohy, v ktorych hra zaujimavu tlohu cislo 2017.

1. Stanovte pocet prirodzenych &isel od 1 do 10°, ktoré
koncia StvorCislim 2 017.

o
2. Stanovte, kolko prvocisel menSich nez 2 017 ma e

ciferny sucet 2.
3. V desiatkovej ¢iselnej sustave stanovte ciferny sacet &isla 10*°"7 + 2 017.

4. Stanovte poslednu cifru &isla 2 017>

— 17 vyjadrené¢ho v desiatkovej Ciselne;j
sustave.

5. Stanovte prva cislicu najmenSieho prirodzeného Cisla, ktorého sucet Cislic je
2017.

6. ZapiSme za sebou ¢isla od 1 do 999: 123456 789 101 112 ... 997 998 999.
Stanovte, aka Cislica je na 2 017. mieste od zaciatku.

7. Stanovte hodnotu vyrazu

(1+l)~(1+1)~(1+1)~.”- 1+ L. 1+; ~ 1+;.
2 3 - 2015 2016 2017
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8. Stanovte zvySok po deleni Cisla 1 ¢islom 15.

9. Stanovte posledni cifru desatinného rozvoja &isla 572°V.

10. Stanovte ¢iselnt hodnotu vyrazu
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11. Zapis Cisla K v desiatkovej sustave sa sklada z2 017 deviatok (999...999). Sta-
novte, kol’ko deviatok obsahuje desiatkovy zapis &isla K>,

12. V encyklopédii je ocCislovanych 2 017 stran (prirodzené Cisla do 2 017 vratane).
Stanovte, kol’kokrat sa na tychto o¢islovanych strankach vyskytuje ¢islica 7.

13. Stanovte, kol'ko prirodzenych &isel mensich nez 10"

ma ciferny sucet 3.

14. N§jdite vSetky rozne trojice prirodzenych Cisel x < y < z, ktoré su rieSenim
rovnice x-y-z+4=2017.

15. Stanovte, kolko réznych Stvoric prirodzenych Cisel x < y < z < ¢ je rieSenim

rovnice x-y-z-t+15=2017.

16. Na tabuli st napisané vSetky prirodzené Cisla od
1 do 2 017 (vratane). Ak najprv oznacCime z nich
vSetky, ktoré st delitelné dvomi, potom inou
znaCkou oznacCime vSetky Cisla delitelné tromi

ana zaver oznaCime zase inou znackou vsetky

Cisla delitel'né Styrmi, stanovte, kol'ko z Cisel na

tabuli bude potom oznacenych prave dvomi znac¢kami.

17. Vieme, e 5, =1-2+3-4+5-6+...+(=1)"" - n. Stanovte s 16 + 52 017-

Spravne odpovede ndjdete nielen na 11. strane Casopisu, ale aj na webstranke
www.era.topindex.sk v Casti Testy s matematickou tematikou (17 tloh pre rok 2017).
Dusan Jedindk




KoreSpondencna sut’az v Skolskom roku 2017/2018
RieSenia 1. série tloh koreSponden¢nej sut’aze

1. Z velkej kopy kociek Janko postavil kvader. Marienka bola zvedava, kol’ko kociek
pouzil na stavbu kvadra a ako kvéder vlastne vyzerd, ale Janko jej ho nechcel
ukézat. Povedal jej len to, kolko kociek vidno pri pohl'ade z jednotlivych stran: pri
pohlade spredu vidno 270 kociek, pri pohlade zboku vidno 360 kociek, pri
pohlade zhora vidno 432 kociek. Marienka na zdklade toho dokazala urcit

rozmery Jankovho kvadra. Urcte ich aj vy.

RieSenie: Pocet kociek, ktoré vidno z kazdej strany, predstavuje sucin poctov kociek,
ktoré tvoria jeho hrany (ak ozna¢ime dizky hran v jednotkovych kockéach ako a, b, c,
potom ¢isla v zadani predstavuju suciny ab, bc, ca — nie nutne v tomto poradi). Ak

vynasobime vSetky tri ¢isla zo zadania, dostaneme druhti mocninu objemu kvadra —
st¢inu vietkych diZok stran — ab-be- ca = (abc)z. Odtial’ uz 'ahko vypocitame objem
kvadra (abc) a potom jeho jednotlivé hrany.

KedZe plati 270-360-432 =41990 400 = 6 480>, objem kvadra je 6 480 kociek.

Dizky jednotlivych hran potom vypoéitame ako podiel objemu kvadra a poétu kociek
na jednej stene (napr. abc:bc=a):
a=6480:270=24,
b=6480:360=18,
c=6480:432=15.
Dizky hran kvadra st 15, 18 a 24 kociek.

2. Urdte dizku a $irku obdiZnikovej zdhrady, ak platia podmienky: Keby $irka zostala
taka, aka je, adizka by bola 30 metrov, bol by obsah 0120 m”* men$i nez
v skuto¢nosti. Pri nezmenenej $irke a dizke 40 metrov by zihrada mala o 80 m’

vAacsi obsah, nez skuto¢ne ma.

Riefenie: Oznaéme si dizku zdhrady v metroch ako d a $irku ako s (tieZ v metroch).
Potom podl'a zadania plati:

s-30=s5-d—-120,

s-40=ys-d +80.
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Odcitanim prvej rovnice od druhej dostdvame, ze plati 10s =200, teda s =20.
Dosadenim do prvej zpredchadzajicich dvoch rovnic dostaneme, Ze plati

600 = 20d — 120, odkial’ vypoéitame, Ze d = 36. Zahrada ma dizku 36 metrov a §irku

20 metrov.

3. Na tabuli je napisanych niekol’ko rdéznych prirodzenych ¢isel menSich ako 100.
Vieme o nich, ze stcet ziadnych dvoch z nich sa nerovna 150. Kol’ko ¢isel moze

byt napisanych na tabuli?

RieSenie: Na tabuli m6zu byt napisané ¢isla 1 — 50, pretoze ak by sme k nim pricitali
I'ubovol'né iné Cislo na tabuli, tak by sme dostali sa¢et maximalne 149, pretoze vSetky
Cisla na tabuli st menSie ako 100. Tychto Cisel je 50. Podobne tam mdze byt aj Cislo
75, pretoze druhykrat tam uz byt napisané nemoZze. Uvazujme teraz nasledujuce pary:
51 -99,52-98, ..., 76 — 74. Z kazdého paru modZe byt na tabuli napisané len jedno
Cislo, pretoze ak by tam bolo aj to druhé, dostali by sme par so suc¢tom 150. Tychto

parov je 26, takZze celkovy maximalny pocet ¢isel na tabuli je 77.

4. 7 latky tvaru obdiZnika srozmermi 110 cm x 80 cm potrebujeme vystrihnit

30 rovnakych Stvorcov. Urcte, aki mozu mat’ najdlhSiu stranu.

RieSenie: Najprv si vypo¢itame obsah obdiznika — je to 110 cm-80 cm =8 800 cm”.
Ak ma byt Stvorcov 30, obsah kazdého znich bude maximalne

8800 cm?:30=293,3 cm’>. Diska jeho strany bude potom maximalne

V293,3 cm® =17,1cm. Ak by bola dizka jeho strany vié§ia ako 16 cm, tak v smere
kratej strany obdiZnika sa zmestia maximalne 4 (80:5=16) a v smere dlhsej ich
bude urcite menej ako 7 (110:7=15,7<16), teda dokopy by ich bolo maximéalne
4.7 =28, &o je menej ako 30. Preto dizka strany $tvorca bude maximalne 16 cm. Pre

tuto dizku uZ vieme obdiZnik rozdelit’ na 5 x 6 §tvorcov s dizkou strany 16 cm (a este
ostane pasik s rozmermi 80 cm x 14 cm). NajdlhSia strana Stvorca s pozadovanou

vlastnostou je preto 16 cm.

5. V tovarni mala kazda z troch dielni vyrobit’ rovnaky pocet vyrobkov. Prva dielna

prekrocila plan o 24 %, druha o 18,5 % a tretej dielni chybalo do splnenia planu



15 %. Vsetky tri dielne vyrobili spolu 2 620 vyrobkov. Kolko vyrobkov mala

vyrobit’ kazda dielha a kol’ko vyrobkov skuto¢ne vyrobila kazda dieliia?

RieSenie: Ozna¢me plan p. Prva dielna vyrobila 1,24p vyrobkov, druhd 1,185p
a tretia 0,85p. Spolu vyrobili 1,24p+1,185p+0,85p =3,275p vyrobkov. Dosta-
vame tak linearnu rovnicu 3,275p =2 620, odkial dostaneme, ze p =800, teda
kazda dielia mala vyrobit 800 vyrobkov. Na zéklade udajov v zadani uz lahko
dopocitame, Ze prva dielna vyrobila 1,24-800 =992 vyrobkov, druhé dielia vyrobila
1,185-800 =948 vyrobkov a tretia dieliia vyrobila 0,85-800 =680 vyrobkov.

6. Peter si chcel urobit’ vylet na bicykli. Nasiel trasu dlht 30 km. Keby vedel ist’
v priemere o 5 km/h rychlejSie, zvladol by tuto trasu o 18 minut skor. Aka bola
jeho priemerna rychlost’ pocas vyletu na bicykli?

RieSenie: Ak oznac¢ime v rychlost’ Petra v kilometroch za hodinu, presiel by trasu za
30

— hodin, ak by sa pohyboval o 5 km/h rychlejsie, presiel by trasu za s hodin.
% v
. . , 30 30 18 _, . . . ,
Zo zadania vieme, ze plati — — it Tuato rovnicu vyrieSime prendsobenim
Y

menovatel'mi a upravou na kvadratickll rovnicu:
30-(V+5)—30-v=O,3-v-(v+5),
0=0,3v" +1,5v—150,
—15£\1,5 —4-0,3-(~150)
M2 ™ 2.0,3

v, = 20,
v, ==25.
Zaporny koreti nam nevyhovuje, preto bola rychlost’ Petra 20 km/h.

7. Stvorec S je rozdeleny na 18 mensich §tvorcov, z ktorych 17 ma stranu dizky 1.

Aky obsah ma Stvorec S?

RieSenie: 18. Stvorec, ktory tvori so 17 jednotkovymi Stvorcami Stvorec S, musi mat’
celo¢iselnti dizku strany, pretoze inak by nemohol spolu s jednotkovymi $tvorcami

vyplnit’ iny Stvorec — jednotkové Stvorce sa musia uplne dotykat’ aspon jednej jeho
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strany. Ak oznaé¢ime dizku jeho strany ako a, tak potom musia byt
¢isla @® aj a® —17 druhymi mocninami prirodzenych &isel. Ked'ze

92 —8” =17, nemdze byt dizka strany §tvorca S vi¢sia ako 9.

Zaroven sme naSli prvé rieSenie — Stvorec Sma obsah 81 aje

rozdeleny na jeden Stvorec s obsahom 64 al7 jednotkovych LI 11 [ 111

Stvorcov okolo dvoch jeho stran.

Ak by boli jednotkové Stvorce okolo celého 18. Stvorca, bol by ich pocet parny
(Stvornasobok poctu pri jednej strane plus Stvornasobok pri vrcholoch), ateda by
nemohol byt 17. Ak by boli pri 18. $tvorci dva rady jednotkovych Stvorcov tak ako na
obrazku, bol by ich pocet parny. Ak by boli tri a viac, tak ich pocet bude delite'ny tymto
Cislom, avsak 17 je prvocislo, takZze ziadna d’alSia moznost’ uz neexistuje.

Stvorec S ma obsah 81.

8. Pre korene x,, x, kvadratickej rovnice x’—3ax+a’=0 plati x’ +x;=1,75.

Urcte a.

RieSenie: Na zaklade Vietovych vztahov vieme, Ze plati
x, +x,=3a,
xx,=a.
Na zaklade vzt'ahu zo zadania po Gprave dostaneme, Ze plati:
1,75=x] +x; = (xl + xz)2 —2xx, = (3a)2 -2a’=7a’,
0,25=a’.
L75=x] +x; =(x +x, )2 —2xx, = (301)2 -2a*=7a’,
0,25=a’,
0,5= ‘a‘.
Po odmocneni dostaneme, Ze uloha mé& dve rieSenia: ¢, =0,5 a a,=-0,5.

Skuskou sa 'ahko presved¢ime, Ze obe rieSenia vyhovuju.

9. Dokazte, ze z kazdej desatprvkove] mnoziny dvojcifernych Cisel vieme vybrat

také dve jej neprazdne disjunktné podmnoziny, Ze sucet ich prvkov bude rovnaky.

RieSenie: Najprv si uvedomme, Ze poziadavka na disjunktnost mnozin nie je
podstatna, pretoze ak maji dve disjunktné mnoziny rovnaky sucet prvkov, tak ak do
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oboch pridame nejaké dalSie Cislo, sucet prvkov bude v oboch mnozinach opat
rovnaky. A naopak, ak maju dve rdzne mnoziny rovnaky sucet prvkov, tak ak z nich
odstranime spolo¢né prvky, tak dostaneme dve neprazdne mnoZiny s rovnakym
suctom prvkov. Ak madme 10 prvkov, tak pocet roznych neprazdnych podmnoZin,
ktoré znich vieme vytvorit, je 2'°—1=1023. Stéty v tychto mnozinich mézu
nadobudat’ hodnoty od 10 (najmenSie dvojciferné ¢islo tvoriace jednoprvkovua
mnozinu) po 945 (mnozina obsahujtica 10 najvacsich dvojcifernych ¢isel 90 — 99). To
znamend, Ze mame maximalne 936 roznych suctov prvkov mnozin. Na zéklade
Dirichletovho principu potom existuji dve rézne podmnozZiny, ktoré maju rovnaky
suCet prvkov. Ak ztychto mnozin odstrdnime spolo¢né prvky, dostaneme dve
disjunktné podmnoziny s pozadovanou vlastnostou (odstrdnenim spolo¢nych prvkov
nedostaneme prazdnu mnozinu, pretoZe tieto dve mnoziny nie su totozné), o sme

chceli dokazat'.

10. Dokazte, ze pre kazdé prirodzené Cislo n existuju prvocisla p a g také, ze n deli

1ch rozdiel.

RieSenie: Uvazujme postupnost’ prirodzenych cisel 1+n, 14+ 2n, ..., 1+rn, ... V tej-
to postupnosti sa nachadza nekonec¢ne vela prvocisel. Toto tvrdenie dokdZzeme spo-
rom: Ak by ich bolo konecne vela, tak za r by sme zvolili ich stcin a ¢islo 1+ rn by
nebolo delite'né ani jednym z nich, teda by bolo prvocislom vac¢sim ako 7, Co by bol
spor s predpokladom). Ozna¢me si 'ubovolné dve rézne z tychto prvocisel ako p a g.
Potom ich rozdiel bude delitelny ¢islom n (existuju také prirodzené Cisla a a b, ze

plati p=1+an, g=1+bn, ateda p—q=n-(a—>b), teda n deli ich rozdiel).

Zadania 2. série uloh koreSpondenc¢nej sut’aze

1. Sest’ chlapcov bolo na brigade. Peter a Pavol zarobili spolu 1 100 €, Pavol a Jozef
1 700 €, Jozef a Michal 1 100 €, Michal a Jan 3 300 €, Jan a Fero 5 300 €, Fero
a Pavol zarobili 3 200 €. Kol'ko zarobil ktory chlapec na brigade?

2. Za jednotlivé pismenda dosad’te Cislice 0 az 9 tak, aby platilo nasledujtce sCitanie

(za r6zne pismena rozne Cislice):



TWENTY
TWENTY
TWENTY
TEN
TEN
EIGHTY

. Piati kamaréati, A, B, C, D a E, maju taky zvyk, ze denne striedaji kravaty. Vzdy si
zoberu tu, ktort najdlhsie nemali. Kazdy z nich mé aspon dve kravaty, pri€om ani
jeden znich ich neméa viac ako 11. Ziadny z nich nema dve kravaty rovnake;
farby, Ziadni dvaja nevlastnia rovnaky pocet kravat. Uvadzané udaje su
z predchadzajiaceho roka:

e ]. decembra mal A modru, B a C Cervent, D zelenu, E zItu kravatu.

19. decembra mal D zelent, E zIta, C modrt, ostatni dvaja Cervenu kravatu.

23. decembra mal D bielu, 26. decembra zItu kravatu.

11. decembra nosili kravaty vo farbach: zIt4, Cervend, modra, zelena a biela.

31. decembra mal kazdy na sebe rovnaku kravatu ako 1. decembra.

Akt kravatu mal na sebe B 1. januéra tohto roku?

. Najdite vSetky sedemciferné Cisla zostavené z 'ubovol'nych cifier, ktoré sa moézu
opakovat’ s touto podmienkou: ak oznafime zl'ava cifry postupne 4, B, C, D, E, F,
G,takplati: A—-B=C,B-C=D,C-D=E,D-E=F,E—-F=0G.

. Sucet cifier trojciferného prirodzeného ¢isla x oznaCime y. Urcte hodnotu x, ak

viete, Ze x + y a x — y su také prirodzené ¢isla, ktorych vSetky cifry su rovnaké.

. Vlak presiel vzdialenost’ z mesta A do mesta B priemernou rychlostou 56 km/h.
Po 90 minutach cesty touto rychlostou zo stanice A vlak pol hodiny stal. Aby sa
podl'a stanovené¢ho Casu dostal do stanice B, musel prejst’ zvy$Snu vzdialenost

priemernou rychlost'ou 63 km/h. Vypocitajte vzdialenost’ miest A a B.

. N4jdite vSetky rieSenia nasledujicej rovnice:

x+11 x+9 x+7 x+2017 x+2015 x+2013
+ + = + +

2013 2015 2017 7 9 11




8. Dika odvesny pravouhlého trojuholnika je 3 cm, polomer v pisanej kruZnice je
1 cm. Vypocitajte jeho obsah.

9. Dané je mnozina A4 vSetkych prirodzenych Cisel, ktoré davaju po deleni ¢islom 18
zvySok 2, a mnozina B vSetkych prirodzenych ¢isel, ktoré davaju po deleni ¢islom
19 zvySok 1. Urcte pocet vSetkych prirodzenych cisel, ktoré patria do prieniku
tychto dvoch mnozim a su mensie ako 100 000.

10. Nech x a y su redlne Cisla vacsie ako 1. Nech a oznacuje logaritmus x pri zaklade

y a b oznacuje logaritmus y pri zaklade x. Najdite minimdlnu hodnotu suctu a + b.

11. Fibonacciho postupnost’ {Fn }:: , Je definovana tak, Ze pre jej Cleny plati
F,=F=1aF,_  =F +F,  prevSetky prirodzené Cisla n. Dokazte, ze pre kazdé

prirodzené Cislo k existuje €len tento postupnosti, ktory kon¢i aspoil & nulami.

12. Nech a, b, ¢ su kladné realne cisla, ktorych sucin nie je vacsi ako ich sucet.

Dokézte, ze potom plati nerovnost’ a* +b> +¢* > J3abe.

13. Postupnost’ {a,}  je definovana predpisom a,, =3a,—a, , priCom a, =20,
a, =30. N4ajdite vSetky prirodzené ¢isla n, pre ktoré je 5a,,,a, +1 druhou mocni-

nou celého ¢isla.

14. Dokazte, ze pre vSetky prirodzené Cisla n plati nasledujica nerovnost’:

(20” +3n+1) 26" ()’

Termin odoslania rieSeni vloh 2. série: do 26. 2. 2018

RieSenia zasielajte na adresu:

Ing. Mgr. Martin Hrinak
MATMIX

M. R. Stefanika 716/29
900 46 Most pri Bratislave

10



RieSenia 17 uloh pre rok 2017

1. Stanovte pocet prirodzenych &isel od 1 do 10°, ktoré konéia §tvoréislim 2 017.
RieSenie: Ide o Cisla tvaru XY2 017, pricom X a Y su cifry 0 az 9. Takychto Cisel je
10 - 10 = 100.

2. Stanovte, kol’ko prvocisel menSich nez 2 017 ma ciferny sucet 2.
RieSenie: Ide o prvocisla 2, 11 a 101, teda st 3 (¢isla 20, 200 a 2 000 su delitel'né 10,

teda nie st prvocisla, podobne overime zvysné Cisla obsahujice dve jednotky).

3. V desiatkovej ¢iselnej sustave stanovte ciferny sacet &isla 10*°7 + 2 017.
RieSenie: Uvedeny sucet bude mat’ dekadicky zapis 100...002017, teda ciferny sucet
bude 1 +2+1+7=11.

4. Stanovte poslednt cifru &isla 2 017>

— 17 vyjadreného v desiatkovej Ciselne;j
sustave.

RieSenie: Posledna cifra mocniny prirodzeného ¢isla zavisi len od poslednej cifry

tohto prirodzeného ¢isla, podobne posledna cifra rozdielu dvoch prirodzenych cisel

zéavisi od poslednych cifier tychto dvoch &isel. Preto staci hl’'adat’ poslednu cifru ¢isla

7?97 — 7. Ked'ze plati 7*=2401, poslednou cifrou &sla 7°°' =(74)504 =2401"

bude cifra 1, ateda poslednou cifrou ¢&isla 7*°""=7-7>"° bude cifra 7, ateda

poslednou cifrou &isla 7> — 7 bude cifra 0.

5. Stanovte prvl Ccislicu najmenSieho prirodzeného Ccisla, ktorého sucet Cislic je
2017.

RieSenie: Ak ma byt prirodzené Cislo s danym cifernym suctom ¢o najmensie, musi

mat’ ¢o najmenej cifier (priCom ziadnu nulovl, ked’ze tie neovplyviiuju ciferny sucet)

a medzi nimi €o najviac Cislic 9 na konci ¢isla. Pretoze 2 017 =224 - 9 + 1, hl'adané

Cislo je 199......... 9 (jednotka a za nou 224-krat Cislica 9), a teda hl'adanou c¢islicou je

Cislica 1.

6. ZapiSme za sebou Cisla od 1 do 999: 123 456 789 101 112 ... 997 998 999.

Stanovte, aka Cislica je na 2 017. mieste od zaciatku.
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RieSenie: Jednocifernych ¢isel je 9. Zaberaju 9 miest. Dvojcifernych ¢isel je 90 (od
10 do 99). Zaberaji 180 miest. Trojcifernych cCisel je 900 (od 100 do 999). Zaberaju
2 700 miest. Hladané¢ 2 017. miesto je 1 828. miesto medzi trojcifernymi ¢islami
(1 828 =2017 — 189). Na 1 828 miest sa zmesti 1828 : 3 = 609 uplnych trojcifernych
Cisel a eSte jedna cifra. 609. trojica cifier v postupnosti 100 101 102... je trojica 708
(lebo 100 je prva trojica, 101 je druha trojica, a teda 708 je 609. trojica), teda Cislica

na 2 017. mieste je 7 (7 je prva cifra z nasledujiceho ¢isla 709).
7. Stanovte hodnotu vyrazu

(1+l)~(1+1)~(1+1)~.”-(1+ 1 )-(H;)(HL].
2 3 4 2015 2016 2017

A N / N /

RieSenie: Jednotlivé Casti vyrazu mozno upravit’ vykratit’ na tvar:
345 2017 2018 2018

= =10009.
234 2016 2017 2

8. Stanovte zvySok po deleni ¢isla 102" &islom 15.

RieSenie: Matematickou indukciou dokaZeme, ze 10" dava po deleni ¢islom 15

zvySok 10 pre vSetky prirodzené Cisla n. Pre n=1 tvrdenie trividlne plati.
Predpokladajme, Ze tvrdenie plati pre nejaké n. Potom plati 10™' =10-10"=10-10=
=100=10(mod 15), o sme cheeli dokazat.

9. Stanovte poslednu cifru desatinného rozvoja &isla 572°"7,

RieSenie: Kedze plati 2°°"7" =57°7.10*°", sta¢i ndm urcit’ poslednti cifru &isla

27" pretoze ndsobenim mocninou desiatky len postivame desatinnt ¢iarku. Ked'ze

plati 2° =32, plati aj

101

72017 _ 52 52015 _ 52 .(25)403 _9.30504 =92 9504 _ 5505 _ (25) = 9101 _ 5 9100 _

=2.(2°)" =232 =2.2" =2.(2°) =2.32' =2-2* =32 =2 (mod 10),

teda hladanou poslednou cifrou desatinného rozvoja &isla 57"

je cifra 2.
10. Stanovte ¢iselnt hodnotu vyrazu
1 1 1 1 1
+ + + + :
1.2 2.3 3.4 2015-2016 2016-2017

12



RieSenie: Jednotlivé Casti vyrazu mozno upravit’ takto:

(1 1) (1 1) ( 1 1 } ( 1 1 ) 1 2016
|+ =—= |+ — + - =1- = ,
1 2) \2 3 2015 2016) \2016 2017 2017 2017

N 7 \ / AN /

pretoze ostatné zlomky sa postupne odcitaju.

11. Zapis cisla K v desiatkovej sustave sa sklada z2 017 deviatok (999...999). Sta-

novte, kol’ko deviatok obsahuje desiatkovy zapis ¢isla K.
Riefenie: Cislo K moZeme zapisat aj ako 10°°" —1. Potom K*= (102017 —~ 1)2 =

=10""*-2-10*°" +1. Toto &islo vyzera tak, Ze ma na zadiatku 2 016 deviatok,

potom nasleduje 8, potom 2 016 nul a na konci jednotka, teda deviatok tam je 2 016.

12. V encyklopédii je ocislovanych 2 017 stran (prirodzené Cisla do 2 017 vratane).

Stanovte, kol'’kokrat sa na tychto o¢islovanych strankach vyskytuje ¢islica 7.
RieSenie: Sedmicka sa méze vyskytnut’ len na mieste jednotiek, desiatok a stoviek,
moze byt jedna, dve alebo tri. Najprv sa zaoberajme Cislami vacsimi ako 1 999 —
z nich obsahuji sedmicku len dve — 2007 a2 017. Teraz sa zameriame na cisla
mensSie ako 2 000. Ak je jedna na mieste jednotiek, tak ide o Cisla tvaru XYZ7,
pricom X je 0 alebo 1, Y, Z st cifry 0 az 9 r6zne od 7. Cubovol'nej ich kombinacii
zodpovedd vyhovujtce Cislo, takze ich je 2-9-9 =162. Podobne ¢isel tvaru XY7Z aj
XT7YZ je 162. Ak su tam sedmicky dve, ide o Cisla typu XY77, X7Y7 a X77Y,
pricom X je 0 alebo 1, Y je cifra 0 az 9 rozna od 7. Kazdého typu ich je tam
2-9 =18, avsak kazdy z nich obsahuje sedmicky dve. ESte ndm zostali tri sedmicky —
tam su len dve moznosti — 777 al 777. Dokopy sme pouzili ¢islicu sedem
2+3-162+2-3-18+3-2 = 602-krat.

13. Stanovte, kol’ko prirodzenych ¢isel mensich nez 10" ma ciferny sucet 3.

RieSenie: Kazdé prirodzené &islo mensie nez 10°°"" ma najviac 2 017 cifier. Ciferny
stucet 3 mdZeme dostat’ tromi sposobmi: 3, 1 +2 a1l + 1+ 1 (plus 'ubovolny pocet
nulovych cifier). Vyhovujucich ¢&isel s prave jednou nenulovou cislicou 3 je 2 017 (st
to 3, 30, 300, ..., 3 - 102016). Ak tam bude dvojica nenulovych cifier 1 a 2, moznosti je
2017-2016=4 066272 — najprv vyberieme jedno miesto z 2 017, kam umiestnime
cifru 1, apotom jedno miesto zo zvySnych 2 016 miest, kam umiestnime cifru 2

(zvySok doplnime nulami). Ak tam buda prave tri jednotky, bude ich
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(2017-2016-2015)/6 =1 365 589 680 (na vyber umiestnenia prvej jednotky mame
2 017 miest, pre druht 2 016 a pre tretiu 2 015 miest, avSak jednotky st rovnaké,
takze kazd( moznost’ sme zapocitali 1 - 2 - 3 = 6-krat).
Spolu vsetkych pozadovanych moZnosti teda je
2017 +4066272+ 1365589 680=1 369 657 969.

14. Ngjdite vSetky rozne trojice prirodzenych ¢isel x < y < z, ktoré s rieSenim
rovnice x-y-z+4=2017.

RieSenie: Pretoze 2017 -4 =2013=3-11 - 61, hladané ¢isla x, y, zbudi mat’ len
tieto vySSie uvedené prvociselné delitele (pripadne 1). Ak zvolime x = 1, y azuz
musia byt’ vicsie ako 1, teda jedno z nich bude 3, 11 alebo 61 a druhé bude sti¢inom
zvy$nych dvoch prvocdisel. Ak zvolime x = 3, tak nutne y = 11 az = 61 vzhl'adom na
usporiadanie ¢isel. Su teda spolu Styri trojice prirodzenych cisel pre pozadované
rieSenie ulohy: 1, 3, 671; 1, 11, 183; 1, 33, 61; 3, 11, 61.

15. Stanovte, kol’ko r6znych Stvoric prirodzenych Cisel x < y < z < ¢ je rieSenim

rovnice x-y-z-t+15=2017.

RieSenie: Analogicky ako v predchddzajicej ulohe dostaneme, Zze musi platit’
x-y-z-t=2002=2-7-11-13. Ak zvolime x = 1, zostali ndm 4 prvocisla. Kedze
znich mame vytvorit' tri ¢isla, jedno sa bude rovnat® su¢inu niektorych dvoch
prvocisel a zvy$né dve sa budi rovnat zvySnym dvom prvocislam (buda urcené
jednozna¢ne vzhl'adom na podmienku usporiadania zo zadania). Vyberame teda dve
Cisla zo Styroch, ¢o vieme urobit’ 6 spdésobmi (kombinacie bez opakovania). Ak
zvolime x = 2, tak d’alSie ¢islabudu y=7,z=11 at =13, teda je to siedma moznost.
Dalgie moZnosti uz nevyhovuju vzhl’adom na usporiadanie &isel. Spominanej tlohe

vyhovuje sedem moznosti pre pozadované usporiadané Stvorice.

16. Na tabuli st napisané vSetky prirodzené ¢isla od 1 do 2 017 (vratane). Ak najprv
oznacime z nich vSetky, ktoré si deliteI'né dvomi, potom inou znackou ozna¢ime
vSetky Cisla deliteI'né tromi a na zaver oznafime zase inou znackou vSetky Cisla
deliteI'né Styrmi, stanovte, kol’ko z ¢isel na tabuli bude potom oznacenych prave
dvomi znackami.

RieSenie: Ked'ze Cislo delitelné Styrmi je delitelné aj dvomi, kazdé Cislo delitel'né

Styrmi bude mat’ aspont dve znacky. Potom cCislo, ktor¢ ma prave dve znacky a je
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delitelné Styrmi, nesmie byt nedelitelné tromi (teda dvanastimi). KedZe
2017:4=504 zv. 1, cisel delitelnych Styrmi je 504. Kedze 2017:12=168 zv. 1,

Cisel delitel'nych dvanastimi je 168, a teda vyhovujacich Cisel tohto typu je 504 — 168
= 336. Ak ¢islo nie je delitelné Styrmi a ma dve znacky, musi byt’ delitelné dvomi
a sucasne tromi, teda Siestimi (ale nie je delite'né Styrmi, teda nie je deliteI'né dvanas-
timi). Kedze 2017:6 =336 zv. 1, ¢isel delitelnych Siestimi je 336. Cisel delitelnych
dvanastimi je 168, a teda vyhovujtcich cisel tohto typu je 336 — 168 = 168. Dokopy

teda dostavame 336 + 168 = 504 &isel s prave dvoma znackami.

17. Vieme, Ze s, = 1—2+3—4+5—6+...+(—1)n_1 -n. Stanovte s, 16 + 52 017-
RieSenie: Lahko nahliadneme, ze s, =1, s, =1, 83 =2, 54 = -2, 855 = 3, §¢ = =3, ...,
Sy 1 =k asy =—k pre kzmnoziny prirodzenych cCisel (tvrdenie l'ahko dokazeme
matematickou indukciou). Teda s; 16 = 52.1008 = —1 008 @ 55017 = $2:1000 - 1 = 1 009,
teda 5,16 + 52017 =—1 008 + 1 009 = 1.

Dusan Jedinak, Martin Hrinak

Matematické ulohy s lichobeZznikom

1. Stanovte obsah rovnoramenného lichobeZznika, ak su jeho uhlopriecky na seba

kolmé a vyska lichobeznika ma vel'kost’ 8 cm.

2. Vypocitajte obvod lichobeznika ABCD, ak mu mozno vpisat’ kruznicu a stredna

prie¢ka tohto lichobeznika ma dizku 1 meter.

3. Ak si v 'ubovol'nom lichobeZzniku ABCD oznaclime stred ramena BC ako bod S,

potom dokézte, Ze obsah trojuholnika 4SD sa rovna polovici obsahu lichobeznika
ABCD.

4. Dokazte, Ze v kazdom lichobeZniku stredy jeho uhlopriecok a stredy jeho ramien

lezia na jednej priamke.

5. Dokazte, Ze ak niektora strednd priecka konvexného Stvoruholnika s nezhodnymi
stranami ho rozdeli na dve Casti s rovnakym obsahom, tak tento Stvoruholnik je

lichobeznik.
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6. Zostrojte lichobeznik ABCD, v ktorom je priamka 4B rovnobezna s priamkou CD,
jeho uhlopriecky zvieraji pravy uhol, |[AB| = 8 cm, |[BC| = 5 cm a prieseCnik

uhlopriecok od strany AB vzdialenost’ 3 cm.

7. Zostrojte rovnoramenny lichobeznik ABCD s dlhdou zakladiiou CD s dizkou
10 cm, ak viete, Ze ho moZno rozdelit’ dvoma priamkami prechadzajicimi bodom

A na tri rovnoramenné¢ trojuholniky, z ktorych jeden je trojuholnik ABC.

8. Vypocitajte obsah lichobeznika ABCD, ak cisla v obrazkoch znamenaju obsah
prislusnych trojuholnikov:
b)

©)  |4E|=2-|EC|

D c

A B
9. Vypocitajte obsah lichobeznika ABCD, ak su dané velkosti [AB| = 24 cm, |BC| =
=16 cm, [AC| =22 cm, |BD| =26 cm.

10. V lichobezniku ABCD so zékladiiami AB, CD plati: |CD| = |4D| + |BC|. Dokazte,

ze potom osi uhlov DAB a CBA sa pretinaju na strane CD.

11. Dokézte, ze pre lichobeznik ABCD, kde a, b, c, d, e, f st velkosti jeho stran

a uhloprie¢ok (pozri obrazok) plati: e’ + f* =b> +d* + 2ac.

D C C
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

Dokazte, ze ak v lichobezniku ABCD, kde E je priesecnik jeho uhlopriecok, plati,
7e obsah trojuholnika ABE je P; a obsah trojuholnika DCE je P,, tak pre obsah

lichobeznika ABCD plati S = ( \/E + \/E )2.
D

P2

Pl

A B
Rovnoramenny lichobeznik ABCD so zakladitami AB, CD ma vpisani kruznicu

so stredom O. Stanovte obsah tohto lichobeznika, ak su dané dizky usedick OB
a OC.

V lichobezniku ABCD, v ktorom jeho uhloprie¢ky AC, BD rozdel'uju jeho strednti
prieCku EF na tri zhodné usecky EG, GH, HF, dokaZzte, ze plati |[4B| =2 - |CD,|.

B

Dokazte, ze kazdému rovnoramennému lichobezniku mozno opisat’ kruznicu.

Je dany lichobeznik ABCD. Nech M € ADNBC a N e AC N BD. Dokézte, ze
M, N a stredy oboch zékladni leZia na jednej priamke.

V rovnoramennom lichobezniku ma uhlopriecka velkost 16 cm azviera so

zakladnou lichobeznika uhol 45°. Stanovte obsah lichobeznika.

Odvod’te vztah pre vypocet obsahu rovnoramenného lichobeznika, ak pozname

vel'kost’ uhlopriecky a jej odchylku od zakladne.

V lichobezniku ABCD plati: |AD| = |DC| = |CB| = m a |AB| = |AC| = z. Stanovte
vnutorny uhol tohto lichobeznika pri vrchole D.
Dusan Jedinadk
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KruZnice, Spiraly a ruze v polarnych suradniciach

V tomto ¢lanku si ukdZeme niekol'ko zaujimavych kriviek vyjadrenych v polarnych
suradniciach, ktoré si moZzete nakreslit’ aj vy na pocitaci. Najprv si vysvetlime, ¢o st

to polarne stradnice.

Polarne suradnice

Klasické suradnice, sktorymi ste sa pravdepodobne uz stretli, sa nazyvaju
kartezianske. Napriklad bod P na obrazku dole ma stradnice [x, y]. To znamena, ze
keby sme sa chceli dostat’ z bodu O (tzv. zadiatku suradnicovej sustavy) do bodu P
len v smere stiradnicovych osi, museli by sme prejst’ vzdialenost’ x doprava (v smere
osi x) a potom vzdialenost’ y hore (v smere osi y). Samozrejme, rychlejSie by sme sa
tam dostali, keby sme §li zbodu O do bodu P priamo. Na to by sme ale museli
poznat’ vzdialenost’, ktoru treba prejst, a smer, ktorym treba ist. Inak povedané,
museli by sme poznat’ tzv. polarne suradnice bodu P. Zvykneme ich oznacovat [r, ¢],

pricom r je vzdialenost’ bodu P od zadiatku suradnicovej sustavy a ¢ je uhol, ktory

zviera polpriamka OP s kladnou polosou x.

N

<

<
~

N
N

Ako vypocitame poldrne suradnice bodu, ak pozname len jeho kartezidnske

stradnice? Ked’ze pozname dizky dvoch odvesien pravouhlého trojuholnika, dizku
prepony r = |0P‘ vypoéitame pomocou Pytagorovej vety: r=+/x"+ 3" . Vieme, Ze
tangens uhla ¢ je pomer dizky protilahlej odvesny k diZke prilahlej odvesny, t. .

tg Q= 2. 7 toho dostaneme, Ze plati ¢ = arctg(l).
X X
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KruZnice a Spiraly v polarnych suradniciach
Ked uz sme sa zoznamili s polarnymi stradnicami, ukaZzeme si grafy niektorych
funkcif vyjadrenych v polarnych stradniciach. Pdjde o funkcie v tvare r = f(@), kde

£ je funkcia premennej ¢. Najjednoduchsia funkcia je konStantnd funkcia, napriklad
r = 1. Vzdialenost’ 'ubovol'ného bodu grafu od zacCiatku suradnicovej sustavy nezavi-
si od uhla ¢, je stale rovnaka, teda graf tejto funkcie je kruznica s polomerom 1 so
stredom v zaciatku stradnicovej sustavy.

Dalgou funkciou, na ktort sa pozrieme, je linearna funkcia. Jej najjednoduchsia
podoba je r = ¢. Vzdialenost’ bodu grafu od zaciatku suradnicovej sustavy narastéd

rovnomerne so zvacSujucim sa uhlom ¢. Dostaneme tzv. Archimedovu Spiralu.

B
¥

Kruznica,r =1 Archimedova Spirdlar = ¢, @ € <O; 47t>

Dalsie $piraly, ktoré mdZeme ziskat’ pomocou jednoduchého funkéného predpisu,

st napriklad Fermatova a logaritmick Spirala:

Fermatova Spirdla r = \/6, Qe <O; 107r> Logaritmicka Spirdla r = e™'’, ¢ € <—1 Or; 7r>
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Rhodonea (tzv. ruza)

Dalsou zaujimavou krivkou, ktord sa da jednoducho vyjadrit v polarnych
suradniciach, je tzv. rhodonea. Rhodon je slovo gréckeho povodu a znamena ruza.
Nazov tejto krivke dal niekedy medzi rokmi 1723 az 1728 Guido Grandi, taliansky
matematik, knaz a filozof posobiaci na univerzite v Pise. Graf tejto funkcie skuto¢ne
pripomina kvet. Ide o sinusoidu v polarnych stradniciach, teda o funkciu r =sin(n¢),
kde n moZe byt 'ubovolné redlne ¢islo. Na obrazkoch niZSie s grafy tychto funkcii

pre rozne hodnoty parametra n. Takéto obrazky si moZete nakreslit’ aj vy na pocitaci,

napr. na stranke www.wolframalpha.com. Do prazdneho okienka zadajte funkciu,

napr. ,,» = sin((2/5)phi)®, stlacte enter a dostanete graf tejto funkcie (tzv. Polar plot).

0.5+

0.5

1 1 1 1 1 1 1 1
=0.5 0.5

=1

Quadrifolium r=sin(2¢) Trifolium r =sin(3¢)

Ak je n celé Cislo, tak pocet lupetiov (resp. okvetnych listkov) je n, ak je n
neparne, alebo je to 2n, ak je n parne. Jednotlivé lupene sa neprekryvaju.

1.
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Ak je n raciondlne ¢islo, tak krivka je uzavretd, ma konecnt dlzku a skladé sa
z kone¢ného poctu lupenov. Ak je n raciondlne, ale nie celé Cislo, jednotlivé lupene
sa prekryvaju. Trochu si zaexperimentujte a pokuste sa zistit, ako zavisi pocet

lupenov od ¢isla n.

resnlo) rmon(e)

Co sa stane, ak 7 nie je racionalne? D4 sa ukéazat, Ze vtedy bude mat krivka

nekoneént dizku a bude tvorit’ tzv. husti mnoZinu — nebude sice prechadzat’ kazdym
bodom kruhu s polomerom 1 so stredom v zaliatku suradnicovej sustavy, ale ku
kazdému bodu v tomto kruhu bude l'ubovolne blizko. Ak by sa nam podarilo
nakreslit’ graf takej funkcie pre hodnoty ¢ od 0 do nekonec¢na, vyzeralo by to, ako
keby ta krivka vyplnila cely kruh.

Katarina Hrinakova
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